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Resumo
A otimização topológica é uma ferramenta computacional que auxilia engenheiros e projetistas
a desenvolverem estruturas mais leves e resistentes com uma ótima eficiência estrutural. Um
método de otimização topológica bem conhecido é a otimização estrutural evolucionária, que
utiliza uma técnica considerando formulações matemáticas e uma discretização por elementos
finitos, e uma estratégia heurística para remover o material de forma evolutiva e gradual até a
convergência do volume final e da função objetivo. O objetivo deste trabalho é o desenvolvimento
de uma ferramenta computacional de otimização topológica evolucionária aplicada à estruturas
com geometria circular, considerando a maximização da rigidez estrutural e também a otimização
da frequência fundamental. Uma metodologia considerando a otimização topológica evoluci-
onária juntamente à formulação da redução de modelo com o método dos elementos finitos é
proposta para aplicação em estruturas cíclicas simétricas, como por exemplo, rodas de veículo,
volantes de inércia e impelidores de bomba centrífugas. Alguns exemplos são explorados com o
método proposto. Os resultados obtidos para a maximização da rigidez das estruturas circulares
apresentadas foram satisfatórios, apresentando um bom comportamento da evolução da topologia.
Em todos os casos considerados não houve instabilidades numéricas. Já para a maximização
da frequência fundamental das estruturas circulares consideradas, obteve-se bons resultados
topológicos, com um aumento da primeira frequência. Considerou-se a remoção do material
sólido e também a construção da topologia por meio da combinação de dois materiais sólidos.
Conclui-se que a metodologia proposta apresentou bons resultados tanto para a maximização
da rigidez quanto para a otimização da frequência natural. Os códigos desenvolvidos podem
auxiliar pesquisas futuras, considerando outros problemas envolvendo estruturas circulares.
Palavras-chaves: Otimização Topológica; Otimização Estrutural Evolucionária; Método BESO;
Estruturas Cíclica Simétricas; Otimização de Rigidez; Otimização de Frequência Natural.
Abstract
The topology optimization is a computational tool which has been used by engineers and de-
signers to develop resistant and lightweight structures with an efficient structural aspect. A
well known topological optimization method is the evolutionary structural optimization, that
uses math formulations with the finite element method and a heuristic method to gradually
removing inefficient material from structure until the convergence of the volume restriction and
objective function. The main idea of this thesis is the develop an evolutionary topology opti-
mization computational tool applied in a cyclic symmetric structure for stiffness maximization
and fundamental frequency optimization. The proposed method is based on the Bi-directional
Evolutionary Structural Optimization - BESO, using a reduced finite element model and the
cyclic symmetric analysis. The method can be typically applied to design of car wheel, flywheel,
and centrifugal pumps impellers. Several examples are explored with the proposed methodology.
The results achieved to stiffness maximization of cyclic structures shown good agreement whit
others results presented in the literature, and do not present numeric instabilities. The method
proposed was considered the removal or addition of the solid material and also a combination
of two different solid materials. Finally, the proposed methodology presented a good result for
stiffness maximization and also for the fundamental frequency optimization. The developed
codes can be used in future research considering other problems involving cyclic structures.
Keywords: Topology Optimization; Evolutionary Structural Optimization; BESO Method; Sym-
metric Cyclic Structures; Stiffness Optimization; Natural Frequency Optimization.
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1 INTRODUÇÃO
Atualmente a otimização topológica está presente no dia-a-dia de engenheiros e
projetistas, utilizada principalmente como uma ferramenta que auxilia a redução do peso estru-
tural, sem a perda da resistência mecânica. A otimização topológica é bem vista devido a sua
solução fornecer uma distribuição de material dentro das limitações do projeto, levando-se a uma
economia e em consequência a redução dos custos de produção.
Com o avanço das novas técnicas de manufatura, voltada principalmente para aquelas
que usam quantidades limitadas de material, que é o caso da fabricação aditiva ou impressão 3D,
a otimização topológica tornou-se nos últimos anos mais prática e com uma maior aplicabilidade
geral, como nunca antes visto.
Esta técnica é indispensável nos projetos estruturais modernos, e já está presente em
muitos pacotes comerciais de análise estrutural largamente utilizados em projetos mecânicos,
entre eles o ANSYS (2018) e o SolidWorks da DASSAULT (2018). A otimização topológica
gera soluções eficientes e adequadas, pois garante uma distribuição ótima de material dentro de
um certo domínio do projeto.
Nos últimos anos, muitas pesquisas na área de otimização topológica foram realiza-
das, tornando-se muito difundida no meio acadêmico e na indústria. Atualmente existem várias
técnicas de otimização topológica, com diferentes métodos para encontrar a melhor solução nos
problemas estruturais, dentre estes, pode-se destacar os métodos evolucionários, que tem sido
alvo de muitos estudos, por ser um método heurístico e fácil de ser implementado em qualquer
linguagem de programação atual, além de ser adaptável a muitos problemas da engenharia. Este
método é explorado e estendido neste trabalho.
A otimização evolucionaria é baseada na premissa de uma remoção gradual de
material, por meio de uma avaliação da sensibilidade da função objetivo do problema. Baseado
em uma análise de variáveis de projeto discretas do material do domínio, o método evolucionário
constrói a solução topológica transformando o estado destas variáveis em sólido ou vazio, a cada
iteração, até alcançar a restrição de volume desejado. A otimização topológica evolucionária
utiliza uma metodologia heurístico para remover o material do domínio de projeto e a solução
estrutural é determinada por meio da análise de elementos finitos.
O método evolucionário utilizado neste trabalho é o método BESO (Bi-Directional
Evolutionary Structural Optimization), onde, além dos elementos serem removidos, eles podem
ser re-adicionados a análise, garantido uma melhor estabilidade da evolução da topologia até a
convergência da solução.
Serão apresentadas aplicações do método BESO em estruturas cíclicas simétricas, ou
seja, que apresentam simetria das condições de contorno, das cargas e da geometria em torno
do perímetro circunferencial, como por exemplo as rodas de veículos. Foi analisada a aplicação
da otimização para a maximização da rigidez, considerando uma restrição de material dentro
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do domínio de projeto, removendo-se os elementos finitos da malha estrutural até que haja uma
solução adequada.
Uma outra consideração feita neste trabalho foi a aplicação da otimização de frequên-
cias naturais, devido ao fato de que muitas destas estruturas circulares trabalham com cargas
dinâmicas e estão sujeitas à vibrações mecânicas, como por exemplo, volantes de inércia, discos
de turbinas, impelidores de bombas centrífugas, entre outros. A maximização das primeiras
frequências naturais com uma restrição de material, é sempre desejado neste projetos, pelo
simples motivo de que isso leva ao afastamento da frequência fundamental em relação aos
valores originais.
Aliado a isso, foi aplicado restrições periódicas, como uma ferramenta para criar
diferentes topologias dentro do mesmo domínio de projeto. Aproveitando-se da simetria das
estruturas cíclicas, foi aplicado junto a análise de elementos finitos, uma técnica de redução de
modelo, que é a análise cíclica simétrica. Esta técnica possibilita uma redução da discretização
do domínio completo por meio da análise de um setor cíclico simétrico.
1.1 Motivação
Muitas estruturas possuem geometria circular. Dentre outros pode-se citar alguns
elementos e componentes de máquinas, como por exemplo, volantes, pás de turbinas e com-
pressores axiais, impelidores de bomba centrifugas, ventiladores, além de rodas de veículos.
A Figura 1 apresenta alguns exemplos de estruturas cíclicas. Todas estas estruturas de alguma
forma apresentam simetria circular, formando setores idênticos com uma certa defasagem an-
gular. Muitos destes componentes sofrem grandes esforços e deformações, ou estão sujeitos
às vibrações em sua operação de trabalho. Desta forma, otimizar a topologia e também aliviar
o peso destes componentes é sempre desejável. A otimização topológica tem o objetivo de
maximizar a rigidez estrutural para casos estáticos e também a frequência natural para os casos
dinâmicos, apresentado vários exemplos que foram estudados considerando diferentes condições
de contorno.
Com este objetivo, o presente trabalho foi desenvolvido para tratar problemas em
componentes mecânicos que se assemelham a modelos de estruturas reais, dando foco na
aplicação da otimização topológica como uma solução numérica que leva a redução de material
destes equipamentos, sem comprometer a sua resistência.
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(a) (b)
(c) (d)
Figura 1 – Exemplos componentes mecânicos com geometria circulares. (a) Conjunto de pás
de turbinas GE (RINDI et al., 2016); (b) Modelo de roda automotiva BMW (ZUO;
XIE; HUANG, 2011b); (c) Desenho de roda de moto (GIGER; ERMANNI, 2005);
(d) Modelo de impelidor de bomba centrífuga (BYSKOV; JACOBSEN; PEDERSEN,
2003)
.
Este trabalho tem por finalidade a otimização topológica evolucionária aplicada
nas estruturas cíclicas simétricas que trabalham em regime estático ou dinâmico. As estruturas
selecionadas para as simulações numéricas apresentadas neste trabalho são similares à rodas
de veículos, volantes de inércia e disco com aletas, vários casos são analisados com o objetivo
de validar os códigos desenvolvidos para a otimização estrutural destes tipos de componentes
mecânicos.
1.2 Revisão bibliográfica
A otimização topológica avançou muito nas últimas décadas, e em parte isso se deve
ao rápido desenvolvimento que a computação obteve. Deste de a década de 1980, muitos estudos
têm sido desenvolvidos sobre métodos de otimização topológica, tanto para aplicações de projeto
estrutural, como para novos materiais. Dentre estas várias técnicas numéricas, pode-se destacar a
otimização estrutural evolucionária, que foi desenvolvida como um método fácil e heurístico,
utilizando a discretização e solução do domínio por elementos finitos.
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Os primeiros trabalhos apresentando a otimização de estruturas foram publicados
por Rozvany ((ROZVANY, 1972a);(ROZVANY, 1972b);(PRAGER; ROZVANY, 1977)), con-
siderando uma abordagem de estruturas unidimensionais. Nos trabalhos de Cheng e Olhoff
(1981) apresentou uma abordagem considerando a otimização com uma formulação binaria de
minimização da compliance. Bendsoe e Kikuchi (1988) propuseram uma método de otimização
topológica com a aplicação da homogenização na microestrutura do material. Já Sigmund e Pe-
tersson (1998) consideraram uma abordagem para tratar as instabilidades numérica na otimização
topológica, de problemas de formação de tabuleiro de xadrez e de dependência da malha.
O primeiro trabalho apresentando o método de otimização topológica evolucionário
ESO (Evolutionary Structural Optimization), foi publicado por Xie e Steven (1993), onde foi
proposto um abordagem para tratar os problemas de otimização topológica para rigidez de
estruturas . Inicialmente o método foi apresentado como um método onde os elementos eram
removidos gradualmente até a convergência do volume. No trabalho de Xie e Steven (1996) o
método evolucionário foi aplicado para problemas de frequência natural de estruturas, ampliando
o campo de aplicações da otimização evolucionária.
Muitos outros problemas foram estudados utilizando o método de otimização ESO,
destacando-se para os critérios baseados rigidez, (CHU et al., 1996), nível de tensão (XIE;
STEVEN, 1997), condução de calor, (LI et al., 2000), restrição de deslocamento (LIANG; XIE;
STEVEN, 2000) e flambagem, (LI; STEVEN; XIE, 2001). Dessa forma, estabelecendo de vez o
método de otimização evolucionário, de forma muito versátil e bem consolidado. Mas, alguns
problemas envolvendo estabilidades numéricas e da evolução da topologia apareciam nestes
trabalhos iniciais com o método.
Para resolver estes problemas, foram propostas várias técnicas que melhoraram
a estabilidade do método, culminando com a formulação do método BESO, apresentado no
trabalho de Querin, Steven e Xie (1998), considerando uma abordagem bi-direcional, onde, além
da remoção dos elementos, eles também poderiam retornar ao domínio de projeto, melhorando
a estabilidade da função objetivo e da topologia, e em (QUERIN; STEVEN; XIE, 2000) mais
avanços ao método evolucionário bi-direcional foram propostos. No trabalho de Huang e Xie
(2007) foi apresentado uma solução para a melhoria da convergência numérica e independência
de malha na otimização evolucionária utilizando um filtro numérico.
Desde os primeiros trabalhos do método de otimização evolucionário BESO, muitas
pesquisa foram publicadas, apresentado soluções para tratar diversos problemas de estabilidade e
considerando aplicações diversas. No trabalho de Huang e Xie (2008a) foi proposto uma análise
para multi-materiais na maximização da rigidez. Em Zuo, Xie e Huang (2010) é apresentado
uma metodologia para tratar o problema de maximização da frequência natural na otimização
topológica BESO, é apresentado uma alternativa de interpolação de material para resolver a
problemática da formação de modos locais nas regiões de vazio da topologia. No trabalho de
Vicente et al. (2015) é apresentado uma formulação para a otimização topológica da resposta em
frequência de sistemas com iteração fluido-estrutura.
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Utilizando uma abordagem para a criação de uma restrição periódica dentro do
domínio de projeto com o método BESO, foi proposto uma técnica aplicada inicialmente por
Huang e Xie (2008b), para a maximização de rigidez estrutural. No trabalho apresentado por
Zuo, Xie e Huang (2011a) foi apresentado uma abordagem de restrição periódica aplicada
ao problema de frequência natural. Já em (ZUO; XIE; HUANG, 2011b) foi apresentado a
aplicação de restrição de periodicidade na otimização de estruturas do tipo roda automotiva, para
a maximização da rigidez. Nos resultados apresentados por Vicente et al. (2016a) aplicou-se a
restrição periódica na otimização topológica nos problemas envolvendo domínios de iteração
fluido e estrutural.
Este trabalho apresenta a implementação numérica do método BESO para a maximi-
zação de rigidez e também a maximização da frequência natural de estruturas com geometria
circular. Os principais trabalhos utilizados para o desenvolvimento deste texto são de grande
relevância para esta linha de pesquisa, destacando-se os trabalhos de (MOSES; FUCHS; RYV-
KIN, 2002), (HUANG; XIE, 2008a), (HUANG; XIE, 2008b), (ZUO, 2009), (CHEN; ZHOU;
LI, 2010) (HUANG; XIE, 2010), (HUANG; ZUO; XIE, 2010), (ZUO; XIE; HUANG, 2010) e
(ZUO; XIE; HUANG, 2011b).
O Laboratório de pesquisa em otimização topológica LTM (Laboratory of Topology
optimization and Multphysics analysis), do Departamento de Mecânica Computacional (DMC),
da Unicamp, já realizou diversos trabalhos na área. Foram publicados artigos em revistas
e congressos, além de teses e dissertações, envolvendo métodos de otimização topológica,
destacando-se os trabalhos, Silva e Pavanello (2010) e Azevedo et al. (2018) apresentam a
otimização de problemas acústicos através de métodos de otimização evolucionária, Almeida e
Pavanello (2018) para problemas de piezoelétricos, Casas e Pavanello (2017) para sistemas fluido-
estrutura com elementos de viga, nos trabalhos de Vicente ((VICENTE et al., 2015); (VICENTE
et al., 2016b)) é apresentado a otimização BESO para maximização de resposta em frequência
no sistema de iteração fluido-estrutura, e Picelli ((PICELLI; VICENTE; PAVANELLO, 2015);
(PICELLI et al., 2015); (PICELLI et al., 2017); (PICELLI; VICENTE; PAVANELLO, 2017))
apresenta uma abordagem para a otimização evolucionária considerando estruturas com iteração
de fluidos. Os trabalhos desenvolvidos pelo grupo serviram de base para o desenvolvimento desta
dissertação, principalmente no que se refere ao desenvolvimento do método BESO e aos demais
trabalhos que focaram na solução de problemas de maximização de frequências naturais. Alguns
resultados obtidos com a implementação do método de otimização topológica para maximização
de frequência natural de estruturas circulares com restrição de material foram publicados em
congresso internacional (CAMPOS; VICENTE; PAVANELLO, 2017).
1.3 Objetivos e Contribuições
O objetivo geral deste trabalho é a aplicação da otimização topológica evolucionária
bi-direcional, método BESO, em componentes mecânicos que apresentam uma simetria cíclica,
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para maximizar a rigidez e a frequência natural. Adicionalmente à formulação do problema de
otimização topológica implementado, foi considerado também a restrição périodica de material,
que pode ser utilizada como parâmetro de projeto na otimização, e também a redução ciclo
simétrica, que tem a finalidade de reduzir a discretização por elementos finitos, do modelo de
uma estrutura simétrica circular, reduzindo o número de graus de liberdade do modelo.
Dos objetivos específicos do trabalho, pode-se destacar:
• Estudo e revisão dos métodos de otimização topológica evolucionários na análise estática
e de vibrações livres.
• Implementação de um código para a otimização topológica para aplicação em estruturas
cíclicas, utilizando-se uma malha de elementos finitos com tamanhos diferentes para
formar a geometria circular.
• Aplicação da otimização topológica para casos de minimização da flexibilidade média de
estruturas elasto-estáticas circulares utilizando-se de restrição périodica.
• Aplicação da otimização topológica de estruturas circulares para maximização da primeira
frequência natural de uma estrutura com restrição périodica.
• Implementação da redução cíclico simétrica em estruturas que apresentam simetria cíclica,
aplicada na análise elasto-estática.
• Aplicação da otimização topológica junto à redução cíclico simétrica em problemas
elasto-estáticos.
As principais contribuições deste trabalho, são apresentados a seguir:
• Implementação de um método evolucionário de otimização topológico aplicado à estruturas
cíclicas considerando malhas irregulares;
• Implementação de um código de redução cíclica simétrica aplicado à otimização topológica
para resolver problemas de maximização de rigidez estrutural com restrição de volume;
• Implementação de um método de otimização evolucionário para tratar a maximização de
frequência natural de estruturas circulares;
• Publicação dos resultados em artigo de congresso COBEM 2017.
1.4 Descrição do Trabalho
Este trabalho está dividido em 5 capítulos, que contemplam, a formulação da solução
de equilíbrio e do problema de autovalor por meio dos elementos finitos, a formulação da
otimização topológica aplicada ao problema proposto e os resultados dos exemplos estudados.
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Primeiramente, o Capítulo 1 apresenta um introdução e contextualização do tra-
balho desenvolvido, apresentando os objetivos e motivações além da revisão das referências
bibliográfica utilizadas na pesquisa.
No Capítulo 2 é apresentado a formulação da elasto-dinâmica em estado plano de ten-
sões, e da discretização do problema por meio do método dos elementos finitos, desenvolvendo-se
as equações para determinar as solução estática e de frequência natural, além do cálculo para a
obtenção das matrizes de rigidez e massa do sistema. Nesse capítulo também é apresentado a
formulação da condensação de graus de liberdade, utilizando a análise cíclica simétrica, que leva
a redução da discretização para problemas que apresentam uma simetria angular.
O Capítulo 3 apresenta a formulação do problema de otimização topológica e do
método BESO, considerando os problemas de maximização da rigidez e da frequência natural.
São apresentadas as principais etapas do algoritmo evolucionário, como o filtro numérico que é
utilizado para a suavização da sensibilidade, e a atualização da topologia. Nesse capítulo também
é apresentado a descrição do algoritmo implementado.
O Capítulo 4 apresenta os resultados para a maximização da rigidez e da frequência
natural dos exemplos considerados. Primeiramente é apresentado a validação da implementação
da redução de modelo cíclica simétrica na solução dos elementos finitos, comparando o des-
locamento máximo e a energia de deformação, do modelo reduzido e do modelo global. Nos
exemplos selecionados para a aplicação da otimização topológica, levou-se em conta uma mode-
lagem enxuta em relação a uma aplicação mais realista, pois fugiria da proposta principal deste
trabalho. Alguns modelos com condições de contorno e dimensões diferentes foram estudados,
afim de consolidar o código implementado para qualquer geometria requerida.
Por fim, no Capítulo 5 são feitas as conclusões finais acerca dos resultados deste
trabalho, são apresentadas também as propostas futuras para a continuação deste tema de
pesquisa.
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2 MODELAGEM E ANÁLISE ESTRUTURAL
Nos últimos anos com o advento dos computadores digitais e do rápido crescimento
da capacidade de processamento, cada vez mais pôde-se ver problemas de engenharia sendo
solucionados numericamente de forma prática e eficiente, tanto na indústria quanto no meio
acadêmico. Muitos estudos numéricos foram realizados para solucionar os problemas de enge-
nharia, desde os mais simples aos mais complexos, principalmente na solução do comportamento
estrutural sob diferentes carregamentos e esforços, analisando-se a deformação, tensão ou a
falha da estrutura, além do fenômeno da ressonância e tensões térmicas, entre outros problemas
estruturais.
Na engenharia existem muitos problemas que são analisados por meio da solução
do problema de valor de contorno de equações diferenciais ordinárias, como por exemplo
na mecânica dos sólidos, mecânica dos fluidos e na transferência de calor. Alguns métodos
numéricos foram desenvolvidos para solucionar estes tipos de problemas, destacando-se o método
dos elementos finitos (MEF).
Neste trabalho o MEF é utilizado na solução de problemas da mecânica dos sólidos,
especialmente na soluções estática e dinâmica de estruturas, para posterior aplicação na solução
de problemas de otimização topológica, restringindo-se aos casos bidimensionais.
2.1 Elastodinâmica Plana
A elastodinâmica plana estuda o comportamento de um corpo e das suas deformações
elásticas de forma bidimensional. Neste texto admiti-se que o corpo é analisado por meio
das hipóteses do estado plano de tensão, ou seja, as tensões na direção fora do plano são
nulas. A Figura 2 apresenta um diagrama simplificado das relação da mecânica dos corpos
deformáveis utilizados neste trabalho. O caso da análise bidimensional, considera que os campos
de deslocamento são representados pelas componentes u para a direção x e v para a direção y,
além dos campos de tensão e deformação que possuem apenas três termos, devido as condições
de simetria e simplificação da análise bidimensional em relação à análise tridimensional. Estas
componentes são: as tensões e as deformações causadas pelas trações na direção de x e em y, e
de cisalhamento no plano xy. A nomenclatura utilizada para representar estes termos de tensão e
deformação são: σxx, σyy, τxy para a tensão, e εxx, εyy, γxy para a deformação. Nesta seção são
apresentadas as relações mecânicas e aplicadas na formulação dos elementos finitos.
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Figura 2 – Diagrama representando as principais relações da mecânica dos sólidos deformáveis
2.1.1 Estado plano de tensão
O estado plano de tensão assume que as tensões normais e de cisalhamento, na
direção perpendicular ao plano, são nulas, devido à simplificação e simetria. No presente trabalho
são consideradas as principais hipótese a seguir:
• O corpo em análise possui as dimensões fora do plano muito menores que as dimensões
dentro do plano. Adotando-se o plano xy como referência para a modelagem, a dimensão
na direção z corresponde a espessura do corpo, ela é muito menor que as demais dimensões
da chapa.
• O corpo possui carregamento somente no plano médio xy;
• É assumido que o material do corpo tem um comportamento mecânico elástico linear,
isotrópico e homogêneo, portanto a lei de Hooke pode ser utilizada.
Na Figura 3a é apresentado um exemplo de estrutura elástica em três dimensões,
com a aplicação de uma carga externa. A Figura 3b apresenta a forma simplificada da mesma
estrutura, e um esquema representativo do campo de tensões internas da estrutura em estado
plano de tensões.
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Figura 3 – Exemplo de aplicação do estado plano de tensões. (a) Viga fina tridimensional en-
gastada, sob carregamento externo; (b) Simplificação utilizando o estado plano de
tensão
O tensor de tensão neste caso é de ordem 2, e é representado na forma de:
σ =
[
σxx τxy
τyx σyy
]
(2.1)
Seja um elemento diferencial com as dimensões dx e dy apresentado na Figura
3b, as tensões normais σxx e σyy nas direções x e y respectivamente e a tensão cisalhante τxy
compõem o seu tensor de tensões. Assim, as tensões do estado plano de tensões podem ser
escritas vetorialmente como:
σ =

σxx
σyy
τxy
 (2.2)
onde σxx e σyy são os componentes normais do tensor de tensões, τxy é a tensão de cisalhamento
no plano xy, e σ é vetor com as componentes do tensor de tensões.
2.1.1.1 Modelo Cinemático
A relação cinemática no plano é definida pelas equações que relacionam os deslo-
camentos com as deformações de um dado ponto material. Considera-se que só haja campo de
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deslocamento no plano xy, dessa forma pode-se considerar o vetor de deslocamentos como:
d =
{
u(x, y)
v(x, y)
}
(2.3)
sendo u e v os de deslocamentos no plano.
As deformações são definidas pela derivada do deslocamento, dessa forma tem-se:
εxx
εyy
γxy
 =

∂
∂x
0
0 ∂
∂y
∂
∂y
∂
∂x
{ u
v
}
(2.4)
ou simplificando tem-se,
ε = ∂d (2.5)
onde,
∂ =

∂
∂x
0
0 ∂
∂y
∂
∂y
∂
∂x
 (2.6)
A equação 2.5 define o modelo cinemático do problema de elasticidade plana, sendo
d o vetor de deslocamentos e ∂ a matriz dos os termos de derivada.
2.1.1.2 Relação Constitutiva
A lei constitutiva representa a relação entre a tensão com o campo de deformações
de um corpo sólido. Para o caso de estado plano de tensão pode-se definir esta relação por meio
da lei de Hooke, considerando um meio homogêneo, isotrópico e com pequenas deformações
lineares esta relação é:
σxx
σyy
τxy
 = E1− ν2
 1 ν 0ν 1 0
0 0 (1−ν)
2


εxx
εyy
γxy
 (2.7)
ou na forma simplificada,
σ = Dε (2.8)
onde,
D =
E
1− ν2
 1 ν 0ν 1 0
0 0 (1−ν)
2
 (2.9)
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Sendo σ o vetor das componentes de tensões e D a matriz constitutiva do estado
plano de tensões, E é o módulo de elasticidade do material, ν o coeficiente de Poisson e ε é o
vetor das componentes de deformação.
2.1.1.3 Equação de equilíbrio
Considerando os vetores de tensões e cargas, que atuam em uma área diferencial em
equilíbrio, pode-se aplicar a segunda lei de Newton, para solucionar o problema apresentado no
diagrama de esforços da Figura 4, conforme apresentado na Equação 2.10:
∑
F = (ρ (t dx dy)) d¨ (2.10)
onde o termo
∑
F é o somatório das cargas aplicadas no ponto material, t é a espessura ou
dimensão da estrutura na direção z, que combinada com as outras dimensões infinitesimais, dx e
dy, formam o volume dV e junto à ρ (densidade do material) formam a massa do ponto material,
o termo d¨ é a aceleração do ponto material.
Figura 4 – Tensões e forças em equilíbrio, atuante no plano de uma área diferencial
Resolvendo o equilíbrio do ponto material, considerando primeiramente o desenvol-
vimento na direção x e similarmente para a direção y, tem-se:
−σxx t dy− τxy t dx+(σxx+ ∂σxxdx
∂x
) t dy+(τxy +
∂τxydy
∂y
) t dx+Fx t dx dy = (ρ( t dx dy)) u¨
(2.11)
Simplificando os termos da Equação 2.11, chega-se a equação de equilíbrio de um
ponto material, somente para a direção x,
∂σxx
∂x
+
∂τxy
∂y
+ Fx = ρu¨ (2.12)
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sendo os termos, Fx a força de corpo aplicada na direção x, os termos σxx e τxy são as tensões
devido a tração na direção x e de cisalhamento no plano, respectivamente, e o termo u¨ é a
aceleração do ponto na direção x.
De forma análoga, pode-se fazer o mesmo equilíbrio para a direção y, obtendo-se:
∂τxy
∂x
+
∂σyy
∂y
+ Fy = ρv¨ (2.13)
sendo os termos, Fy a força de corpo aplicada na direção y, os termos σyy e τxy são as tensões
devido a tração na direção y e de cisalhamento no plano, respectivamente, e o termo v¨ é a
aceleração do ponto na direção y.
Organizando estas equações na forma matricial, separando os termos devido à tensão
estrutural e as cargas de corpo tem-se,
[
∂
∂x
0 ∂
∂y
0 ∂
∂y
∂
∂x
]
σxx
σyy
τxy
+
{
Fx
Fy
}
=
{
ρu¨
ρv¨
}
(2.14)
ou ainda, em notação compacta:
∂Tσ +ψ = ρd¨ (2.15)
onde σ é o vetor de tensões do ponto e ψ o vetor das cargas de corpo ou de volume aplicados no
ponto material. Na próxima seção a Equação 2.15 será extrapolada para o equilíbrio das tensões
e cargas totais atuantes no volume estrutural global.
2.2 Discretização da equação de movimento
Nesta seção, aplica-se o princípio dos trabalhos virtuais para determinar as equações
de solução do sistema dinâmico por meio dos elementos finitos. O princípio dos trabalhos virtuais
afirma que em um corpo em equilíbrio, submetido aos deslocamentos virtuais associados com
a deformação desse corpo, o trabalho virtual realizado pelas forças externas é igual a energia
de deformação virtual dos esforços interno. Matematicamente o princípio dos trabalhos virtuais
pode ser expressado por:
δU = δWi (2.16)
sendo,
δW = Ωψ + Γφ + Ωf (2.17)
onde, δU é a energia de deformação virtual devido os esforços internos, δW é o trabalho virtual
das forças externas. Ωψ é trabalho devido às forças de corpo, Γs é trabalho devido as forças de
superfícies e Ωf é trabalho devido as forças concentradas.
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Seja a energia de deformação U , por unidade de volume, do corpo genérico esque-
matizada na Figura 5, dada por:
U =
∫
Ω
δεTσdΩ (2.18)
sendo δε as deformações virtuais e σ o tensor de tensões.


y
x u' = 0


f
~
i
v
u
V
Figura 5 – Corpo elástico sujeito à cargas externas e restrições, analisado por meio dos elementos
finitos
Aplicando-se o princípio de D’Alembert para considerar as forças de inércia para
descrever o trabalho das forças de corpo do sistema. Considera-se que a soma das diferenças
entre as forças aplicadas e as derivadas, no tempo, da quantidade de movimento do sistema,
ao longo de um deslocamento virtual é zero. Dessa forma pode-se considerar que, as forças
de inércia agem na mesma direção dos deslocamentos. Os termos ρ u¨ dΩ, ρ v¨ dΩ são forças
de inercia que atuam no volume total do corpo (Ω), apresentado na Figura 5, considerando o
movimento planar, sendo ρ a densidade do material, i é a discretização de um elemento finito
genérico e V é o volume deste elemento. Estas forças atuam na direção oposta ao assumido
como positivo no sistema inercial, adquirindo o valor de sinal negativo. Formulando-se as forças
aplicadas nos domínios e contornos do corpo, tem-se:
Ωψ =
∫
Ω
δdT (ψ − ρ d¨) dΩ (2.19)
Γs =
∫
Γ
δds
Tφ dΓ (2.20)
Ωf = δu
T f (2.21)
onde, δd é o vetor dos deslocamentos virtuais do corpo (função de δu, δv), δds é o deslocamento
virtual devido as trações que agem na superfície e δu é o vetor dos deslocamentos nodais. O
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termo ψ representa as forças aplicadas no volume do corpo, por exemplo, força peso devido
à aceleração da gravidade. O termo φ são forças aplicadas na área superficial, que podem ser
cargas distribuídas. O termo f são forças pontuais concentradas, são aplicadas diretamente nos
graus de liberdade dos nós da malha.
Aplicando as Equações 2.18, 2.19, 2.20 e 2.21 na Equação 2.16, obtêm-se:
∫
Ω
δεTσ dΩ =
∫
Ω
δdT (ψ − ρd¨) dΩ +
∫
Γ
δds
Tφ dΓ + δuT f (2.22)
Discretizando a geometria do sistema em elementos finitos, e considerando uma
aproximação nodal, obtêm-se as relações descristas a seguir. Os elementos são sub-regiões
compostas por nós, que são pontos onde são determinados os deslocamentos do domínio.
A interpolação do campo de deslocamentos d pode ser obtida pela relação dos
deslocamento nodais u, como:
d = Nu (2.23)
onde N é a matriz das funções de interpolação, que será explicado na seção 2.3.
A deformação ε é derivada do campo de deslocamentos d do corpo, conforme
explicado no modelo cinemático, assim tem-se:
ε = ∂d (2.24)
onde ∂ é a matriz das derivadas definidas na Equação 2.6.
A relação da deformação com o deslocamento nodal u pode ser obtida substituindo
a Equação 2.23 em 2.24, sendo a matriz B = ∂N é definida como a derivada das funções de
forma. A expressão obtida é portanto:
ε = B u (2.25)
onde B é a matriz das derivadas das funções de interpolação, que será explicado na seção 2.3.
A lei constitutiva representa a relação entre a tensão e deformação, pode ser escrita
conforme a lei de Hooke linear, conforme explicado para o movimento em estado plano de
tensão, ver seção 2.1.1.2. Substituindo a Equações 2.25 na Equação 2.8, obtém-se:
σ = D B u (2.26)
onde D é a matriz constitutiva do estado plano de tensão, definida na Equação 2.9.
Na Equação 2.22 utiliza-se as Equações 2.23, 2.25, 2.26 para representar a forma
discretizada em elementos finitos do sistema, obtendo-se:
∫
Ω
δuTBTD B u dΩ =
∫
Ω
δuTNT (ψ − ρN u¨)dΩ +
∫
Γ
δuTNT φ dΓ + δuT f (2.27)
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Reagrupando e eliminado o termo em comum δuT , obtém-se,
∫
Ω
ρNT NdΩ u¨ +
∫
Ω
BT D B dΩ u = f +
∫
Ω
NTψ dΩ +
∫
Γ
NT φ dΓ (2.28)
Discretizando os termos da Equação 2.28 para o sistema de elementos finitos, pode
se escrever no formato para um elemento genérico i:
Ki =
∫
V
BT D BdV (2.29)
Mi =
∫
V
ρNT N dV (2.30)
f b =
∫
V
NTψ dV (2.31)
f s =
∫
A
NT φ dA (2.32)
onde, Ki é a matriz de rigidez, Mi é a matriz de massa, f b é o vetor das cargas de corpo, f s são
as cargas de superfície e f são forças concentradas do elemento finito i. O termo V é o volume e
A é a área de cada elemento finito.
Sendo que o volume global da estrutura (Ω) é discretizado em:
Ω =
n∑
i=1
V =
n∑
i=1
t.A (2.33)
onde, n é o número total de elementos da malha utilizada.
A integral do volume pode ser decomposta em uma integral de área, da seguinte
forma: ∫
V
dV =
∫
A
t dx dy (2.34)
sendo, t a dimensão na direção z (espessura)
Dessa forma pode-se obter as matrizes de rigidez e massa de um elemento finito i
com a integral de área, da seguinte forma:
Ki =
∫
y
∫
x
BT DB t dx dy (2.35)
Mi =
∫
y
∫
x
ρNT N t dx dy (2.36)
Usa-se a integração numérica para determinar as matrizes de rigidez (Equação 2.35)
e massa (Equação 2.36).
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Substituindo as Equações 2.29, 2.30, 2.31 e 2.32 na Equação 2.28 e reagrupando
os termos, determina-se a equação de movimento dinâmico do sistema. Devido o domínio ser
subdividido em elementos finitos é necessário realizar uma montagem dos elementos da malha
em uma matriz global. Este procedimento consiste na soma da contribuição de rigidez de cada
elemento na matriz global, o mesmo procedimento é realizado para as cargas aplicadas no
modelo. Para os nós de cada elemento são atribuídos graus de liberdade e estes são somados aos
graus de liberdade dos demais elementos.
A montagem das matrizes de rigidez global (K), massa global (M) e do vetor de
carga global (f ), é realizado da seguinte forma:
K =
n
A
i=1
Ki; M =
n
A
i=1
Mi; f =
n
A
i=1
(
f + fb + f s
)
(2.37)
onde, n o número total de elementos na malha de elementos finitos e A o operador de montagem
das matrizes.
Após a montagem do sistema global, aplica-se as condições de contorno do modelo
para solucionar o problema. A solução do sistema são os deslocamentos nodais u, podendo
haver ainda uma análise para verificar a convergência da solução pelo refinamento da malha e
um pós-processamento para determinar as tensões na estrutura.
No sistema global de elementos finitos, a Equação 2.28 torna-se:
Mu¨ + Ku = f (2.38)
Um caso particular da Equação 2.38 é o caso estático, que é obtido desprezando-se
as forças de inércia do sistema, ou seja, u¨ = 0, dessa forma,
Ku = f (2.39)
A Equação 2.39 é utilizada para determinar a solução de problemas elasto-estáticos
lineares.
Para determinar as frequências naturais e os modos próprios de vibrações numerica-
mente, pode-se avaliar o modelo do ponto de vista da análise de vibração livre, sem forças de
excitações externas, dessa forma a Equação 2.38 fica,
Mu¨ + Ku = 0 (2.40)
O problema de vibrações lineares apresenta o comportamento de movimento os-
cilatório. Desprezando-se o amortecimento, supõem-se que todos os pontos da estrutura tem
movimento em fase um com o outro. Esse comportamento oscilatório ocorre na mesma frequên-
cia (ωn) para todos os pontos da estrutura. Para evitar o movimento de corpo rígido na análise,
aplica-se as condições de contorno do problema em alguns graus de liberdade, e para os de-
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mais graus de liberdade, pode-se determinar os modos de vibrações supondo-se um movimento
harmônico. Uma possível solução para a Equação 2.40, é,
u(x, t) = Θ(x)ejωnt (2.41)
e sua segunda derivada,
u¨(x, t) = −ω2nΘ(x)ejωnt (2.42)
Substituindo as Equação 2.41 e 2.42 na Equação 2.40, tem-se,
M(−ω2nΘ(x)ejωnt) + K(Θ(x)ejωnt) = 0 (2.43)
Simplificando os termos, tem-se:
−ω2nMΘ + KΘ = 0 (2.44)
Reescrevendo a Equação 2.44 na forma,
(K− ω2nM)Θn = 0 (2.45)
A Equação 2.45 é conhecida como problema de autovalor linear, e pode ser deter-
minada por meio de algoritmo numérico. Como resultado o problema de autovalor possui n
soluções diferentes possíveis e independentes.
O termo ω2n é o autovalor da solução do problema de vibrações a frequência natural
do sistema. O termoΘn é o autovetor da solução, na análise de vibrações este termo é o modo
natural correspondente a frequência n.
O número de soluções possível para o sistema é diretamente relacionado ao número
de graus de liberdades livres utilizados, mas no presente texto são considerados somente as
primeiras frequências naturais da estrutura.
2.3 Aproximação por Elementos Finitos isoparamétrico
Nesta seção é apresentado a formulação dos elementos finitos isoparamétricos, consi-
derando o elemento quadrilateral bilinear de 4 nós. A formulação por elementos isoparamétricos
facilita o mapeamento do domínio estrutural, pois pode-se utilizar elementos com um formato
não regular, acrescentando uma melhor discretização da estrutura. A formulação isoparamétrica
usa dois espaços para determinar o cálculo das matrizes dos elementos, o primeiro é o espaço
real ou físico, que usa as coordenadas nodais da própria estrutura analisada, e o segundo é o
espaço isoparamétrico, onde as coordenadas são sempre fixas. Uma vantagem do uso deste
tipo de elemento é que facilita a integração numérica das matrizes, devido as coordenadas
isoparamétricas possuírem sempre o mesmo valor (COOK et al., 2002).
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O uso da formulação dos elementos finitos isoparamétrico permite uma discretização
da geometria do problema por meio de formas e contornos mais próximas do real da estrutura,
ou seja, o elemento de formato quadrilateral é deformado de forma não regular dentro da malha,
permitindo uma melhor discretização da estrutura, levando a solução mais precisa do problema.
A Figura 6 apresenta dois exemplos de elementos, o primeiro é é discretizado por meio das
coordenadas físicas do problema, o segundo elemento considera as coordenadas isoparamétricas,
nota-se que as coordenadas isoparamétricas não mudam no cálculo.
y
x
(x3,y3)
(x2,y2)
(x4,y4)
(x1,y1)
(a)


(1,1)
(1,-1)
(-1,1)
(-1,-1)
(b)
Figura 6 – Exemplo de elemento quadrilateral de 4 nós, nas coordenadas físicas e isoparamétricas.
(a) Elemento no espaço real; (b) Elemento no espaço isoparamétrico
Para representar os elementos finitos isoparamétricos, usa-se as funções de interpola-
ções nas coordenadas isoparamétricas, como sendo:
N1 =
1
4
(1− ξ)(1− η)
N2 =
1
4
(1 + ξ)(1− η)
N3 =
1
4
(1 + ξ)(1 + η)
N4 =
1
4
(1− ξ)(1 + η)
(2.46)
Reagrupando na forma matricial, tem-se a matriz das funções de forma:
N =
[
N1 0 N2 0 N3 0 N4 0
0 N1 0 N2 0 N3 0 N4
]
(2.47)
Pode-se definir a matriz Jacobiana, como sendo:
J =
1
4
[
−(1− η) (1− η) (1 + η) −(1 + η)
−(1− ξ) −(1 + ξ) (1 + ξ) (1− ξ)
]
x1 y1
x2 y2
x3 y3
x4 y4
 (2.48)
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onde xi e yi (i = 1, 2, 3, 4) são as coordenadas dos i nós de cada elemento.
A matriz B é a matriz das derivadas das funções de forma, derivando-se cada função
de interpolação com respeito a ξ e η, obtêm-se,
B = ∂N (2.49)
B(ξ, η) =
1
| J |
[
B1 B2 B3 B4
]
(2.50)
Bi(1,2,3,4) =
 a(Ni,ξ)− b(Ni,η) 00 c(Ni,η)− d(Ni,ξ)
c(Ni,η)− d(Ni,ξ) a(Ni,ξ)− b(Ni,η)
 (2.51)
onde | J | é o determinante da matriz Jacobiano. Cada coeficiente da Equação 2.51 é determinado
como:
a = 1
4
[y1(ξ − 1) + y2(−1− ξ) + y3(1 + ξ) + y4(1− ξ)]
b = 1
4
[y1(η − 1) + y2(1− η) + y3(1 + η) + y4(−1− η)]
c = 1
4
[x1(η − 1) + x2(1− η) + x3(1 + η) + x4(−1− η)]
d = 1
4
[x1(ξ − 1) + x2(−1− ξ) + x3(1 + ξ) + x4(1− ξ)]
(2.52)
Considerando as equações anteriores, pode-se determinar as matrizes de rigidez 2.35
e massa 2.36 de um elemento finito nas coordenadas isoparamétricas, como:
Ki =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
BTDBt | J | dξdη (2.53)
e,
Mi =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
ρNTNt | J | dξdη (2.54)
Uma integração numérica de Gauss pode ser usada para determinar as integrais das
Equações 2.53 e 2.54 da seguinte forma (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2005),
Ki =
∑
k
∑
l
BT (ξk, ηl)DB(ξk, ηl)t | J | WkWl (2.55)
Mi =
∑
k
∑
l
ρNT (ξk, ηl)N(ξk, ηl)t | J | WkWl (2.56)
sendo k e l os pontos de integração, ξk e ηl as coordenadas dos pontos de Gauss e
Wk e Wl os pesos correspondentes da integração numérica.
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2.4 Redução de Modelo: Análise Cíclica Simétrica
A redução de modelos nas análises numéricas é sempre muito desejável, pois quando
possível, pode-se reduzir o custo de CPU (Central Process Unit) e memória requerido nas análises
computacionais, mantendo-se a mesma precisão dos resultados. Vários problemas discretizados
por elementos finitos apresentam simetria. Na análise destes tipos de problemas, pode-se utilizar
dessa simetria para aplicar técnicas que auxiliam na redução do modelo (ZIENKIEWICZ;
SCOTT, 1972).
A redução de modelos em estruturas simétricas circulares é conhecido como análise
cíclica simétrica. Para que uma estrutura seja considerada como cíclica simétrica a mesma deve
ser formada por setores angulares iguais e conectados entre si, e ainda deve haver condições de
contorno idênticas em cada setor. A existência de setores simétricos periódicos nas estruturas
permite analisar a estrutura completa somente por meio da região simétrica (PAVANELLO,
1991).
Este tipo de análise é usualmente utilizado quando deseja-se saber o deslocamento
ou a tensão em impelidores de bombas centrifugas ou nas pás de uma turbina ou compressor
de um motor a reação de avião por exemplo, aproveitando a simetria cíclica destas estruturas
evitando a modelagem completa do domínio (SOUTO; PAVANELLO, 2003).
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Figura 7 – Exemplo de estrutura com simetria cíclica e de setor simétrico. (a) Estrutura cíclica
simétrica completa; (b) Setor simétrico da estrutura
Como exemplo, analisa-se a estrutura apresentada na Figura 7a por meio da análise
cíclico simétrica, por meio do setor simétrico, mostrado na Figura 7b. No setor simétrico,
define-se os contornos conforme a seguinte nomenclatura: o seguimento A¯A′ é chamado de
contorno master (CM), cuja coordenada local é definida por nmsm; o seguimento B¯B
′ é definido
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como contorno slave (CS), suas coordenadas locais são dadas por nsss; e a região I compõe os
elementos internos do setor simétrico, é definido nas coordenadas globais xy. Na discretização
do modelo, a quantidade dos graus de liberdade em CS deve ser igual em CM. O principal
fundamento da técnica de redução cíclico simétrica, afirma que os deslocamentos em CS são
idênticos aos deslocamentos em CM, devido à deformação simétrica do corpo na análise, no
setor simétrico seguinte o contorno CM coincide com o contorno CS do setor anterior, garantindo
a simetria e continuidade da estrutura global.
Fazendo-se a discretização por elementos finitos do setor simétrico, chega-se a
seguinte equação de equilíbrio:
Kcuc = lc (2.57)
sendo Kc a matriz de rigidez do setor simétrico, uc o vetor de deslocamentos dos graus de
liberdade dos nós da célula, lc o vetor de cargas aplicadas na célula.
Nota-se que o sistema da Equação 2.57 é definido em coordenadas globais (xy),
dessa forma para aplicar as condições de simetria cíclica há a necessidade de transforma os
deslocamentos de ambos os contornos para as coordenadas locais.
Expandindo a Equação 2.57, tem-se:
Kii Kim Kis
. . . Kmm Kms
SIM
. . . Kss


ui
um
us
 =

fi
fm
fs
+

0
rm
rs
 (2.58)
onde, os subíndices i, m e s são os graus de liberdade dos nós internos, master e slave, respecti-
vamente.
O termo um é o vetor de deslocamentos em CM, us é o vetor de deslocamentos dos
graus de liberdade em CS e ui é o vetor de deslocamento nos demais nós da célula periódica.
Os vetores rm e rs representam as forças de reação, devido à sub-estruturação do
domínio em setores, ou seja, são as forças de ligação que une um setor ao outro. Estes dois
vetores são responsáveis por manter o setor simétrico em equilíbrio.
O vetor fm é a carga imposta aplicada em CM e fi é o vetor de cargas aplicadas aos
graus de liberdade internos.
Como afirmado anteriormente, no setor simétrico adjacente, o lado CS coincide com
o lado CM do setor seguinte, assim pode-se afirmar que o vetor de cargas aplicadas no contorno
slave é nulo, ou seja fs = 0, pois o vetor de cargas aplicadas no contorno master fm, na célula
seguinte, é o mesmo aplicado no contorno slave, dessa forma os dois vetores anulam-se.
Esta imposição garante a simetria das condições de contorno do problema, dessa
forma, os deslocamentos em CS são omitidos na análise cíclica simétrica.
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Nas coordenadas locais pode-se afirmar que,
us
ns = um
ns (2.59)
rs
ns = −rmns (2.60)
Como discutido anteriormente os deslocamentos em CM e CS nas coordenadas
locais devem ser iguais, assim como as forças elásticas de ligação produzidas na interface dos
dois contornos. Dessa forma há a necessidade de fazer uma transformação de coordenadas dos
deslocamentos, forças e dos termos da matriz de rigidez do setor simétrico para as coordenadas
locais.
Para resolver o problema faz-se uma transformação vetorial das coordenadas do
contorno master e contorno slave para as coordenadas globais. O procedimento a seguir faz essa
transformação de coordenadas. Será apresentada a transformação das coordenadas locais para
globais dos deslocamento do contorno master e similarmente faz-se o mesmo procedimento para
os deslocamentos do contorno slave.
Seja o exemplo de um setor simétrico genérico apresentada na Figura 8, onde os
pontos amarelos são os nós que formam o contorno master deste setor.
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Figura 8 – Exemplo de setor simétrico formado pelos nós genéricos, pontos em amarelo
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Os deslocamentos dos nós i, j e k do contorno master, contidos no segmento A¯A′,
são dados de forma genérica por:
um =

ui
uj
uk
 (2.61)
sendo,
ui,j,k =
{
ui,j,k
vi,j,k
}
(2.62)
onde os pontos i,j e k são nós genéricos do contorno master.
Considera-se os deslocamentos nodais dados na coordenada do contorno master
representado graficamente na Figura 9, e apresentados vetorialmente na Equação 2.63.
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Figura 9 – Vetores deslocamentos nas coordenadas do contorno master (nm, sm)
unsi =
{
unsi
vnsi
}
; unsj =
{
unsj
vnsj
}
; unsk =
{
unsk
vnsk
}
(2.63)
sendo uns e vns os vetores deslocamentos no contorno CM no sistema de coordenadas ns.
Para projetar os vetores da coordenada local ns para as coordenadas globais xy é
necessário realizar uma rotação vetorial, multiplicar o vetor por uma matriz de rotação T.
Faz-se por exemplo, a rotação no vetor de deslocamento do nó i do contorno master:{
uxyi
vxyi
}
=
[
cosθi −senθi
senθi cosθi
]{
ui
ns
vi
ns
}
uxyi = T(θi) u
ns
i
(2.64)
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Faz-se a mesma transformação para os demais nós. Montando-se o vetor de desloca-
mentos completo dos nós do contorno master do setor da Figura 8, obtêm-se:
uxyi
uxyj
uxyk
 =
 T(θi) 0 00 T(θj) 0
0 0 T(θk)


unsi
unsj
unsk

um
xy = Tmum
ns
(2.65)
Para o contorno slave a transformação de coordenadas será dada pela matriz Ts.
Organizando-se as matrizes de transformação em uma matriz maior, tem-se:
T =
 I 0 00 Tm 0
0 0 Ts
 (2.66)
Aplicando-se 2.66 no vetor de deslocamentos inteiros do setor simétrico da Equação
2.57, tem-se:
uc
xy = T uc
ns
uc
ns = TT uc
xy
(2.67)
Previamente, faz-se o mesmo procedimento para o vetor de forças do setor simétrico,
obtendo-se:
lc
xy = T lc
ns
lc
ns = TT lc
xy
(2.68)
Expandindo-se a Equação 2.67, para transformar os deslocamentos das coordenadas
globais para as coordenadas locais, tem-se:
ui
xy
um
ns
us
ns
 =
 I 0 00 TmT 0
0 0 Ts
T


ui
xy
um
xy
us
xy

ui
xy
um
ns
us
ns
 =

ui
xy
Tm
Tum
xy
Ts
Tus
xy

(2.69)
Faz-se a transformação de coordenadas da equação de equilíbrio do setor simétrico
para posterior aplicação da redução cíclica simétrica. Pré multiplicando a matriz TT , Equação
2.66, na Equação 2.57, tem-se:
TTKc
xyuc
xy = TT lc
xy (2.70)
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Aplicando-se as Equações 2.67 e 2.68 na Equação 2.70, obtêm-se:
(
TTKc
xyT
)
uc
ns = lc
ns (2.71)
Desenvolvendo-se a transformação da matriz de rigidez, tem-se:
TTKc
xyT = Kc
ns =
 I 0 00 TmT 0
0 0 Ts
T


Kii Kim Kis
. . . Kmm Kms
SIM
. . . Kss

 I 0 00 Tm 0
0 0 Ts

Kc
ns =

Kii KimTm KisTs
. . . TmTKmmTm TmTKmsTs
SIM
. . . TsTKssTs

Conforme discutido anteriormente, pode-se simplificar o vetor de deslocamentos da
célula em função dos deslocamentos da região interna e do contorno master, ambos os vetores
devem estar no mesmo sistema de coordenadas, utilizando uma matriz de condensação estática
na Equação 2.59, obtêm-se: 
ui
xy
um
ns
us
ns
 =
 I 00 I
0 I
{ uixy
um
ns
}
uc
ns = C u¯nsc
(2.72)
onde, I é uma matriz identidade e 0 é uma matriz de zeros e u¯c é o vetor de deslocamentos
reduzido, neste texto a barra sobrescrito aos vetores representa que aquele vetor é reduzido.
O termo C é uma matriz de condensação estática, utilizada para condensar os vetores de
deslocamento do sistema completo do setor cíclico simétrico para o reduzido.
Pré-multiplicando a matriz CT de condensação na equação de equilíbrio do setor
cíclico simétrico nas coordenadas locais, obtêm-se:
CT Kc
nsuc
ns = CT lc
ns (2.73)
Desenvolvendo-se o termo da direita,
CT lc
ns = l¯c
ns
=
[
I 0 0
0 I I
]

fi
xy
fm
ns
0
+

0
rm
ns
rs
ns


l¯c
ns
=
{
fi
xy
fm
ns
}
+
{
0
rm
ns + rs
ns
} (2.74)
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Aplicando a equação 2.60 na equação 2.74, obtêm-se por fim,
l¯c
ns
=
{
fi
xy
fm
ns
}
(2.75)
onde, o vetor l¯c
ns é o vetor de cargas aplicadas no setor simétrico condensado nas coordenadas
locais.
Aplicando as equações 2.72 e 2.75 em 2.73, obtêm-se,
(
CT Kc
ns C
)
u¯c
ns = l¯c
ns (2.76)
Desenvolvendo-se o termo da matriz de rigidez,
CT Kc
ns C = K¯c
ns
=
[
I 0 0
0 I I
]
Kii KimTm KisTs
. . . TmTKmmTm TmTKmsTs
SIM
. . . TsTKssTs

 I 00 I
0 I

K¯c
ns
=
[
K¯11 K¯12
K¯21 K¯22
]
(2.77)
onde,
• K¯11 = Kii
• K¯12 = KimTm + KisTs
• K¯21 = TmTKmi + TsTKsi
• K¯22 = TmTKmmTm + TsTKsmTm + TmTKmsTs + TsTKssTs
A equação final de equilíbrio estático condensado do setor cíclico simétrico é dada
por: [
K¯11 K¯12
K¯21 K¯22
]{
ui
xy
um
ns
}
=
{
fi
xy
fm
ns
}
(2.78)
Dessa forma, pode-se obter os deslocamentos desconhecidos do setor simétrico uc
condensado, em função dos graus de liberdade internos e master. Após a determinação dos
deslocamentos é necessário fazer a expansão para determinação dos deslocamentos de todos
os nós da malha do setor, aplicando-se a Equação 2.72, e também transformar os vetores das
coordenadas locais para as coordenadas globais, aplicando-se a Equação 2.67.
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3 OTIMIZAÇÃO ESTRUTURAL
A otimização de estruturas sempre foi campo de estudos para engenheiros e projetis-
tas. Atualmente a otimização estrutural é uma ferramenta muito eficiente quando deseja-se alterar
um parâmetro dimensional ou mesmo descobrir o melhor formato de uma estrutura utilizando
uma quantidade de material limitado.
A otimização estrutural consiste em encontrar o melhor projeto para uma determinada
aplicação ou objetivo final, por exemplo, maximizar a rigidez, alterar a frequência natural, entre
outros, respeitando-se algumas restrições impostas ao projeto, como por exemplo, restrição de
volume ou material, de deslocamento, de fabricação, entre outros.
Um dos primeiros a estudar a otimização e aplicá-la à diversas estruturas foi Michell
em 1904, com o objetivo de projetá-las com o menor volume de material possível (XIE; STEVEN,
1997). Estes estudos iniciais consistiam em calcular o campo de tensões mecânicas principais,
usando a teoria da elasticidade, obtendo-se as linhas de isotensão e então propondo dentro do
domínio do projeto uma estrutura formada por barras e treliças para suportar as tensões máximas.
Figura 10 – Exemplo de estrutura de treliça típica proposta por Michell. As barras seguem as
linhas de isotensão principais.
Na década de 1960 com o surgimento dos computadores e do método dos elementos
finitos (MEF) muitos problemas práticos de otimização puderam ser estudados, inicialmente
utilizando a otimização paramétrica como ferramenta, ou seja, alterando as dimensões da estrutura
inicial.
Nas décadas seguintes, com a evolução da computação e das linguagens de pro-
gramação mais eficientes, muitos algorítimos para resolver o problema de otimização foram
desenvolvidos, além do surgimento de softwares comerciais MEF. No final da década de 1980
aparecem os primeiros softwares comerciais voltados para a otimização estrutural e os softwares
MEF incluem alguma ferramenta de otimização, no final da década aparecem os métodos de
otimização topológica.
Existem três abordagens principais em problemas de otimização estrutural, cada um
dos métodos é diferenciado pelo tipo de resultado final obtido.
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• Otimização Paramétrica ou Dimensional: As variáveis aqui consideradas são parâmetros
geométricos ou dimensionais. O processo busca encontrar, por exemplo, a melhor área da
seção transversal de modo que se obtenha a maximização da rigidez com o menor volume
de material. A forma e a topologia da estrutura são mantidas fixas.
• Otimização de Forma: Apresenta a forma como variável, em que o contorno dos segmentos
e a posição dos furos são modificados segundo a função objetivo.
• Otimização Topológica: Este método trabalha com um domínio fixo para encontrar a
solução. O material é distribuído dentro do domínio de acordo com uma função objetivo e
um conjunto de restrições impostas. O método cria vazios dentro do domínio que representa
a ausência de material, isso faz com que a função objetivo seja melhorada a cada iteração.
Pela abrangência do método, a otimização topológica tem ganhado mais espaço e se
estabelecendo cada vez mais nas pesquisas acadêmicas e na indústria.
O foco principal desse trabalho é sobre a otimização topológica, em especial à
conhecida como otimização estrutural evolucionária bi-direcional (BESO), as próximas seções
darão mais destaque a este tipo de método. A Figura 11 apresenta uma estrutura genérica,
apresentando as principais regiões da análise de otimização topológica, que consiste em um
domínio sólido, onde na análise considerada, podem existir um material sólido rígido (Ωs1) e um
material sólido flexível (Ωs2), e também a região de domínio vazio (Ωv), sem material.
Na metodologia considerada neste trabalho, as regiões da análise de otimização
topológica são formadas por um domínio de projeto (design domain), onde é aplicado o método
BESO, e também regiões fora do domínio de projeto (non design domain), que só fazem parte da
análise de elementos finitos. Dentro do domínio de projeto, podem existir a região sem material
(vazio), e a região com material sólido, que por fim pode ser composto por um único material,
ou dois materiais com rigidezes diferentes.
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Figura 11 – Definição dos domínio sólido Ωs1 para o material 1 e Ωs2 para o material 2, e domínio
vazio (Ωv), aplicado em uma estrutura deformável na otimização topológica
3.1 Otimização estrutural evolucionária
Desde a década de 1980, os algoritmos de otimização topológica vêm crescendo
e se destacando como uma ferramenta poderosa e eficiente nos projetos estruturais. Dentre os
vários métodos, pode-se destacar os métodos classificados como evolucionários. O procedimento
evolucionário se baseia na remoção gradual de material da estrutura, formando uma nova
topologia a cada iteração, até que se obtenha o volume desejado. Para determinar a solução do
sistema pode-se utilizar o método dos elementos finitos. A ideia básica do método é analisar por
elementos finitos o domínio completo em que a estrutura pode existir, e seguindo uma avaliação
de sensibilidade da função objetivo, os elementos de menor eficiência da estrutura são removidos
gradualmente até um volume final.
Os métodos de otimização estrutural evolucionários foram propostos como algorit-
mos simples e heurísticos com grande potencial para aplicação em vários tipos de problema da
engenharia. A Figura 12 mostra a topologia final de uma viga bi-apoiada, tipo Michell, otimizada
pelo método ESO e apresentado como um dos primeiros resultados obtido pelo método.
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Figura 12 – Exemplo de topologia final obtida através da utilização do método ESO. Fonte: (XIE;
STEVEN, 1993)
A evolução do método ESO é o método de Otimização Estrutural Evolucionário Bi-
direcional BESO, que na sua formulação aplica-se procedimentos para tratar as instabilidades na
formação da topologia. O método BESO adicionou aos métodos evolucionários uma formulação
mais robusta que maximizou o potencial de aplicação para problemas diversos, dentre os quais
pode-se citar, problemas de rigidez e elasticidade, vibrações mecânicas e acústica, termo-elásticos,
fluido-estrutura e problemas multi-escala, entre outros (XIA et al., 2018). No método BESO
o elemento removido da estrutura pode voltar à análise, isso permite uma melhor estabilidade
na evolução da topologia, pois somente podem retornar os elementos que melhoram a função
objetivo até a convergência do método.
3.2 Otimização Estrutural Evolucionária Bidirecional - BESO
O método BESO foi desenvolvido inicialmente para tratar problemas de maximização
de rigidez, e deste então diversas outras aplicações tem sido consideradas para tratar o problema
de otimização.
Neste trabalho considera-se os problemas de maximização de rigidez e também a
maximização da frequência natural, para estruturas que apresentam um domínio circular, como
por exemplo, rotores, discos de inercia, rodas de automóveis, entre outros. Todo o desenvolvi-
mento do método de otimização aqui contido é o mesmo que foi implementado em código para
obter as topologias apresentadas no capítulo de resultados.
Para maximizar a rigidez na otimização topológica, minimiza-se a energia de de-
formação total (compliance), e resolve-se o sistema pela discretização por elementos finitos
utilizando-se a equação de equilíbrio estático, Equação 3.1, para determinar os deslocamentos da
estrutura, (XIE; STEVEN, 1997).
Ku = f (3.1)
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Pode-se definir o problema padrão de otimização para maximizar a rigidez de uma
estrutura, de acordo com o método BESO como:
Minimizar C = 1
2
fTu ( Função objetivo)
Sujeito a V ∗ −∑ni=1 Vixi = 0 (Restrição de volume)
e Ku = f (Equação de equilíbrio)
onde xi = xmin ou xi = 1 (Variável de projeto)
sendo, i = 1, 2, ..., n o número de elementos
A função objetivo C é conhecida como compliance, e é a energia de deformação
total de uma estrutura, ou sua flexibilidade média.
Os demais termos do problema de otimização são, f e u são os vetores de carga e de
deslocamento respectivamente e K é matriz de rigidez global da estrutura. V ∗ é o volume inicial
do domínio de projeto, Vi é o volume do i-ésimo elemento e n é o número total de elementos
dentro do domínio de otimização, xi é a variável de projeto, se o elementos é removido da
estrutura, está variável adquire um valor muito pequeno (xmin  1), se o elemento está presente
na estrutura ou foi re-adicionado seu valor é igual a 1.
Para maximizar a frequência natural, o domínio de projeto é analisado por meio do
problema de vibrações livres, usa-se a Equação 3.2 para determinação das frequências e dos
modos naturais da estrutura. O objetivo de maximizar a frequência natural deve-se ao fato de
que uma estrutura com um alto valor de frequência fundamental tende a ser razoavelmente mais
rígida para qualquer carga concebível, dessa forma maximizar a primeira frequência natural
resulta em um projeto que é também aceitável para as cargas estáticas (BENDSOE; SIGMUND,
2003).
(K− ω2nM)Θ = 0 (3.2)
onde, M é matriz de massa global da estrutura, ω2n é o autovalor eΘ é o autovetor. Conforme
desenvolvido no Capitulo 2, modelagem estrutural.
Pode-se formular um problema de otimização topológica para maximização da
frequência natural ωn de uma estrutura em vibrações livres como segue,
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Maximizar ωn (Função objetivo)
Sujeito a V ∗ −∑ni=1 Vixi = 0 (Restrição de volume)
e (K− ω2nM)Θn = 0 (Problema de autovalor)
onde xi = xmin ou xi = 1 (Variável de projeto)
sendo, i = 1, 2, ..., n o número de elementos
As próximas seções descreverão os principais passos do método BESO. Primeira-
mente será determinado o cálculo da sensibilidade para cada caso considerado, com a finalidade
de avaliar a função objetivo no problema de otimização topológica. Para isso, faz-se necessário
o desenvolvimento da função objetivo para cada problema considerado neste texto, para se
obter as sensibilidades que serão utilizadas para construir a topologia nos diferentes exemplos
considerados.
3.2.1 Cálculo do número de sensibilidade
Para construir um design topológico utilizando o método BESO, deve-se considerar
a interpolação de material entre as regiões distintas de sólido e vazio, conforme apresentado por
Xie e Huang (2010). O desenvolvimento contido nessa seção é para determinar o número de
sensibilidade considerando os problemas de maximização de rigidez e também de maximização
de frequência natural.
Neste trabalho a malha considerada para formar o domínio de projeto circular
possui elementos com tamanhos diferentes. No método de otimização topológica, a análise de
sensibilidade determina quais elementos devem ser removidos da estrutura, para maximar a
função objetivo. No código implementado, considerou a densidade de sensibilidade na análise, ou
seja, dividi-se o valor da sensibilidade de cada elemento pelo volume do mesmo. Para determinar
a densidade de sensibilidade para cada elemento, usa-se:
α¯i =
αi
Vi
(3.3)
onde αi é a sensibilidade para o elemento i, Vi é o volume de cada elemento e α¯i é a densidade
de sensibilidade de cada elemento.
3.2.1.1 Sensibilidade para maximização da rigidez estrutural
Para maximizar a rigidez de uma estrutura, deve-se minimizar a compliance, que
é a sua energia de deformação total ou a flexibilidade média. Nesta seção são consideradas
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somente forças concentradas. A equação 3.4 é a função objetivo do problema de otimização para
maximização da rigidez.
C =
1
2
fTu (3.4)
Considera-se xi como a variável de projeto, ela representa, na otimização topológica,
o estado de cada elemento finito dentro do domínio estrutural. Pode assumir os valores de xi
entre 1 e xmin, valor bem pequeno. O cálculo da sensibilidade pode ser feito derivando-se a
função objetivo com relação à xi, assim tem-se,
∂C
∂xi
=
1
2
∂fT
∂xi
u+
1
2
fT
∂u
∂xi
(3.5)
Utilizando um multiplicador de Lagrange λ, pode-se adicionar o termo extra λT (f −
Ku) na função objetivo sem alterá-la, devido à condição de equilíbrio da equação 3.1. Derivando
a função objetivo, juntamente com o novo termo, obtêm-se
∂C
∂xi
=
1
2
∂fT
∂xi
u+
1
2
fT
∂u
∂xi
+
∂λT
∂xi
(f −Ku) + λT
(
∂f
∂xi
− ∂K
∂xi
u−K ∂u
∂xi
)
(3.6)
Nota-se que o terceiro termo do lado direito da Equação 3.6 torna-se nulo devido a
condição de equilíbrio. Como as forças aplicadas são de cargas concentradas, o vetor de forças
concentradas não é afetado pela variação do estado do elemento, assim pode-se dizer que df
dxi
= 0.
Considerando essas condições, tem-se,
∂C
∂xi
=
(
1
2
fT − λTK
)
∂u
∂xi
− λT ∂K
∂xi
u (3.7)
A fim de anular o primeiro termo do lado direito da Equação 3.7 escreve-se que:(
1
2
fT − λTK
)
= 0 (3.8)
sendo f −Ku = 0, o que permite escrever uma condição necessária para o multiplicador de
Lagrange,
λ =
1
2
u (3.9)
Substituindo a Equação 3.9 na Equação 3.7, a sensibilidade da função objetivo
torna-se,
∂C
∂xi
= −1
2
uT
∂K
∂xi
u (3.10)
Para interpolar o material, utiliza-se o modelo de penalização de material SIMP (Solid
Isotropic Material with Penalization), apresentado por Bendsoe e Sigmund (1999). Considerando
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a interpolação de uma região com material sólido (E1) para uma região vazia, tem-se o seguinte
modelo de material SIMP:
E(xi) = x
p
iE
1 (3.11)
Derivando a Equação 3.11 em função da variável de projeto, obtêm-se,
dE(xi)
dxi
= pxp−1i E
1 (3.12)
onde E(xi) é o material dos elementos da topologia, p é o fator de penalização, assume-se que o
coeficiente de Poisson como independente das variáveis de projeto.
Substituindo as Equações 3.12 na Equação 3.10, obtêm-se a sensibilidade final:
αi = −1
p
∂C
∂xi
=
1
2
xp−1i u
TK1iu (3.13)
A Equação 3.13 apresenta a determinação do número de sensibilidade para cada
elemento. No método de otimização implementado, a variável de projeto assume os valores
de xi = 1 para a região com elementos sólidos e de xi = xmin para região com elementos
penalizados, sendo xmin  1.
Na seguinte análise considera a construção de uma topologia com dois materiais
sólidos distintos, utiliza-se o modelo de material SIMP para a interpolação de dois materiais com
módulos de elasticidade diferentes, tem se (HUANG; XIE, 2008a),
E(xij) = x
p
iE
1 + (1− xpi )E2 1 (3.14)
Nesta interpolação, o material 1 possui um módulo de elasticidade maior que o
material 2, ou seja, E1 > E2, os ambos materiais devem ter os coeficientes de Poisson iguais.
Na otimização topológica considerando dois materiais sólidis, a estrutura inicia-se
completamente formada pelo material 1, e evolutivamente é gerada as regiões com o material 2.
Quando objetivo for considerando o volume constante, uma porcentagem da estrutura deve ser
formada pelo material 1 e a outra parcela com o material 2, e a evolução faz uma distribuição
eficiente para ambos os materiais.
Derivando a Equação 3.14 em função da variável de projeto, obtêm-se,
dE(xi)
dxij
= pxp−1i E
1 − pxp−1ij E2 (3.15)
Resolvendo Kji como sendo a matriz de rigidez do elemento com material E
j , e
substituindo a Equação 3.15 na Equação 3.10, obtêm-se a sensibilidade para a interpolação com
dois materiais,
αi = −1
p
∂C
∂xi
=
1
2
xp−1i (u
T
i K
j
iui − uTi Kj+1i ui) (3.16)
1 Modelo de material SIMP - estrutura com dois materiais sólidos
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3.2.1.2 Sensibilidade para maximização da frequência natural
O procedimento a seguir apresenta o desenvolvimento do número de sensibilidade
dos elementos para o caso de otimização da frequência natural. Neste caso a função objetivo
é a frequência natural n da estrutura (ωn). No método de elementos finitos para determinar os
autovetores e os autovalores de uma estrutura em vibrações livres, o problema de autovalor
generalizado apresentado na Equação 3.17,
(K− ω2nM)Θn = 0 (3.17)
Pode-se relacionar a frequência natural da estrutura com a rigidez e a massa, por
meio da relação do quociente de Rayleigh,
ω2n =
ΘTn
ΘTn
K
M
Θn
Θn
(3.18)
ondeΘn são os autovetores ou modos de vibração da estrutura. K e M são as matrizes de rigidez
e massa globais do sistema, respectivamente. Nota-se que estes autovetores são normalizados
pela massa, logo a seguinte propriedade dos autovetores é válida:
ΘTnMΘn = 1 (3.19)
.
Derivando a Equação 3.18 em função de xi, tem-se (HUANG; ZUO; XIE, 2010),
∂ωn
∂xi
=
1
2ωnΘTnMΘn
[
2
∂ΘTn
∂xi
(K− ω2nM)Θn +ΘTn
(
∂K
∂xi
− ω2n
∂M
∂xi
)
Θn
]
(3.20)
Utilizando a relação da Equação 3.17 na Equação 3.20, obtêm-se,
∂ωn
∂xi
=
1
2ωnΘTnMΘn
[
ΘTn
(
∂K
∂xi
− ω2n
∂M
∂xi
)
Θn
]
(3.21)
Na otimização topológica de estruturas sujeitas a comportamento dinâmico devido à
natureza de penalização dos elementos é comum aparecer nas regiões de baixa densidade um
modo de vibração localizado, que surge devido a diferença entre as penalizações dada à massa e
à rigidez da estrutura (PEDERSEN, 2000). Pode-se utilizar uma interpolação alternativa para
tratar esse problema (ZUO; XIE; HUANG, 2010). A Equação 3.22 apresenta as interpolações
utilizadas neste trabalho para penalizar o módulo de elasticidade (E) e a densidade do material
(ρ).
E(xi) =
[
xmin−xpmin
1−xpmin (1− x
p
i ) + x
p
i
]
E1
ρ(xi) = xiρ
1
(3.22)
onde a variável de projeto possui os valores entre 0 < xmin ≤ xi ≤ 1
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Derivando os termos da Equação 3.22, E e ρ respectivamente, considerando-se a
extensão para as matrizes de massa e de rigidez, obtêm-se,
∂K
∂xi
= 1−xmin
1−xpminpx
p−1
i K
1
i
∂M
∂xi
= M1i
(3.23)
onde M1i e K
1
i são as matrizes de massa e de rigidez do elemento i, com material 1.
Substituindo os termos da Equação 3.23 na Equação 3.21 e usando a propriedade da
Equação 3.19, tem-se,
αi =
1
p
∂ωn
∂xi
=
1
2ωn
ΘTn
(
1− xmin
1− xpmin
xp−1i K
1
i −
ω2n
p
M1i
)
Θn (3.24)
A sensibilidade para a maximização da frequência natural é definida pela Equação
3.24.
Considerando o caso com dois materiais sólidos, a interpolação de material e a
sensibilidade para o problema dinâmico pode ser expressada como segue, conforme (BENDSOE;
SIGMUND, 1999).
E(xi) = x
p
iE
1 + (1− xpi )E2
ρ(xi) = xiρ
1 + (1− xi)ρ2
(3.25)
Neste caso, como só existem materiais sólidos no domínio, não há os modos locais
na estrutura. Derivando os termos da Equação 3.25 considerando a matriz de massa e rigidez,
tem-se:
∂M
∂xi
= M1 −M2
∂K
∂xi
= pxp−1i K
1 − pxp−1i K2
(3.26)
Substituindo os termos da Equação 3.26 na Equação 3.21, obtêm-se a sensibilidade
final considerando a maximização da frequência natural com dois materias sólidos:
αi =
1
p
∂ωn
∂xi
=
1
2ωn
[
ΘTn
(
xp−1i
(
K1 −K2)− ω2n
p
(
M1 −M2))Θn] (3.27)
3.2.2 Filtro de suavização e estabilização do processo evolucionário
Nesta seção, é apresentado a análise para o cálculo do filtro numérico do método
BESO. Após a determinação da sensibilidade da função objetivo, o próximo passo do método é a
aplicação de um pós-tratamento nos valores das sensibilidades elementares. Esse pós-tratamento
consiste em aplicar um filtro numérico para suavização da sensibilidade dentro do domínio de
projeto. O filtro numérico é uma etapa importante dentro da otimização topológica, por isso está
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presente em muitos métodos, entre eles no método BESO (XIE; HUANG, 2010) e no método
SIMP (BENDSOE; SIGMUND, 2003).
Um dos principais benefícios ao utilizar o filtro é a eliminação da formação do
tabuleiro de xadrez. Este problema é comum no método de otimização topológica ESO, como
pode ser visto na Figura 13, apresentado a otimização de uma viga bi-apoiada, onde na região
destacada da figura aparecem a formação do tabuleiro de xadrez na topologia final.
Figura 13 – Problema tipico de formação de tabuleiro de xadrez na estrutura que aparece no
método ESO
O filtro foi incorporado ao método BESO para além de eliminar o problema de
tabuleiro de xadrez, também eliminar um outro problema típico do ESO, que é a dependência
de malha. Este problema ocorre quando a topologia final muda com o refinamento da malha
de elementos finitos utilizada na análise. A adição da etapa do filtro numérico no método de
otimização elimina essa dependência. O filtro numérico implementado foi baseado no filtro
apresentado por Huang e Xie (2007) para o método BESO.
A primeira etapa do filtro é a determinação da sensibilidade nodal a partir dos valores
das sensibilidade dos elementos conectados ao respectivo nó. O número de sensibilidade nodal
αj é determinado realizando uma média ponderada pelo volume de cada elemento, e dos valores
de sensibilidade dos i-ésimos elementos conectados ao j-ésimo nó, conforme a Equação 3.28:
αnj =
∑m
i=1 Viα
e
i∑m
i=1 Vi
(3.28)
onde, m é o número de elementos conectados ao nó j e Vi é volume de cada elemento conectado.
αnj é o número de sensibilidade nodal e α
e
i é a sensibilidade dos elementos.
A segunda etapa do filtro é a conversão da sensibilidade nodal em sensibilidade
elementar por meio de uma projeção baseada em uma escala de comprimento linear (HUANG;
XIE, 2007). Esse procedimento consiste em identificar os nós que influenciam o i-ésimo elemento,
gerando dessa forma um sub-domínio Ωi formado pelo raio (rmin) conforme apresentado na
Figura 14. Dessa forma todas as sensibilidades dos nós dentro do sub-domínio Ωi são convertidos
na sensibilidade suavizada do elemento i, conforme a Equação:
αei =
∑m
i=1 wi(rij )α
n
j∑m
i=1 wi(rij )
(3.29)
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o fator de ponderação linear wi(rij ) é calculado conforme a expressão:
wi(rij ) =
{
rmin − rij, para rij < rmin
0, para rij ≥ rmin
(3.30)
sendo rij a distância entre o centro do elemento i até o nó j.
i
1
i
2
i
3
i
4
j
n
(a) (b)
Figura 14 – Representação dos passos de aplicação do filtro numérico utilizado no método BESO.
(a) Cálculo da sensibilidade nodal αnj utilizando a sensibilidade dos elementos
conectados ao nó j. (b) Projeção linear para o cálculo da sensibilidade suavizada do
elemento i (αei ), dentro do sub-domínio Ωi
No método BESO, devido a remoção e adição dos elementos, os valores de sensibili-
dade podem variar de forma brusca de uma iteração para outra, gerando uma certa instabilidade
numérica da evolução da topologia. Para contornar esse problema, após a aplicação do filtro,
realiza-se uma média histórica dos valores de sensibilidades da iteração atual e da iteração
anterior,
αi =
αhi + α
h−1
i
2
(3.31)
onde αi é a nova sensibilidade, h é a iteração atual, αhi é o valor de sensibilidade atual após a
aplicação do filtro e αh−1i é o valor da sensibilidade da iteração anterior.
No trabalho de Huang e Xie (2007) foi demonstrado, em detalhes, que a Equação
3.31 é eficiente, tornado o processo evolutivo estável.
3.2.3 Construção da topologia e critério de convergência do algoritmo
No método de otimização evolucionária BESO a topologia é construída removendo-se
os elementos que menos influenciam a função objetivo, e adicionando elementos que contribuem
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para um ganho na função objetivo, mas que foram removidos da topologia nas iterações anteriores.
Esta remoção segue uma evolução, que considera o volume a cada iteração e o volume final.
Neste trabalho, cuja malha possui elementos não regulares, é utilizado a densidade
de sensibilidade, determinado pela divisão da sensibilidade dos elementos pelo seu volume,
conforme a Equação 3.28.
Para avaliar a evolução do volume é utilizado o cálculo da fração de volume da
próxima iteração (V h+1), considerando volume que precisa ser removido na iteração atual. Como
o volume objetivo final (V ∗) pode ser maior ou menor que o volume atual (V h), o valor da
fração de volume para a próxima iteração pode crescer ou decrescer, a uma taxa igual à razão
de evolução (ER), até que se obtenha o volume final. Pode-se determinar o volume da próxima
iteração da seguinte forma:
V h+1 = V h(1± ER) (3.32)
onde h é o número da iteração.
Uma vez que a restrição de volume é satisfeita, o volume do domínio é mantido
constante até que seja obtida a convergência do algoritmo, conforme a Equação 3.33,
V h+1 = V ∗ (3.33)
Com o valor de volume que precisa ser removido do domínio de projeto, calcula-se
o número de elementos correspondentes à este volume. Para remover os elementos, estes são
ordenados de forma decrescente, de acordo com os valores de sensibilidade, e a topologia é
construída removendo-se os elementos que menos influem na função objetivo.
Estes elementos são removidos aplicando-se uma penalização no material (HUANG;
XIE, 2008a). Como por exemplo, no problema de maximização da rigidez, pode-se penalizar o
elemento aplicando a Equação 3.34 em sua matriz de rigidez,
Ki = x
p
minK
0 (3.34)
onde, xmin é um valor bem pequeno, geralmente seu valor é 10−3. A matriz Ki é a matriz
penalizada e K0 é a matriz de rigidez original do elemento. O fator de penalização p geralmente
tem valor de 3.
Para os elementos que já foram removidos, mas que podem incrementar a função
objetivo, estes retornam segundo uma taxa de adição de elementos que podem voltar na otimi-
zação, a avaliação da função objetivo determinar quais elementos podem retornar à análise. Os
elementos adicionados contribuem somando a rigidez original na matriz de rigidez global da
topologia.
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Após o volume objetivo ter sido obtido, uma análise de parada do algoritmo é
necessária a fim de finalizar o processo evolucionário. No método BESO adota-se como critério
de parada do algoritmo o cálculo da variação percentual do valor da função objetivo, como segue:
∆f =
|∑Pi=1Ch−i+1 −∑Pi=1Ch−P−i+1 |∑P
i=1Ch−i+1
≤ τ (3.35)
onde, Ch é o valor da função objetivo determinado a cada iteração, h é o número da iteração atual,
τ é a tolerância de convergência e P é um número inteiro, e normalmente é selecionado como
5, o que implica que a mudança da função objetivo através das 10 últimas iterações, calculado
como 2×P, é aceitavelmente pequena.
3.3 Aplicação da restrição periódica na otimização topológica
Aproveitando-se da simetria que os domínios circulares apresentam, pode-se for-
mular o problema de otimização considerando restrições periódicas, para uma distribuição de
material em células dentro do domínio de projeto. A restrição material é aplicada para construir
estruturas periódicas idênticas dentro do domínio de projeto. Considerando uma divisão em
células simétricas, o método garante uma distribuição igualitária de material dentro de cada
célula. Estruturas periódicas são mais fáceis de serem fabricadas e possuem um peso mais
reduzido, sem o comprometimento da resistência estrutural (WADLEY; FLECK; EVANS, 2003).
Para a construção da restrição de periodicidade em uma estrutura circular, considera-
se a subdivisão do domínio de projeto em células2, cujo número de elementos presentes dentro
de cada célula é o mesmo para todas as demais.
Esta subdivisão cria regiões igualitárias, com uma nova configuração de distribuição
de sensibilidade dentro do domínio de projeto. Fazendo-se uma média entre os valores de
sensibilidade de cada elemento correspondente dentro de cada célula periódica, gerando dessa
forma uma nova distribuição e criando uma topologia periódica.
Na Figura 15 é apresentado um exemplo de como é feito o cálculo da média dos
valores de sensibilidade dos elementos dentro de cada célula por meio da célula base de referência,
neste caso uma subdivisão com 8 células periódicas. Seja a sensibilidade (αci ) de cada i-ésimo
elemento (i = 1,2,..., n elementos) dentro de cada célula c, a sensibilidade do elemento de
referência da célula de base será:
α0i =
1
q
q∑
c=1
αci (3.36)
onde q é o número total de células de restrição périodica aplicados. Para o exemplo da estrutura
da Figura 15, q=8.
Após a determinação da sensibilidade da célula base de referência, é feita uma
redistribuição da nova sensibilidade para os elementos das demais células. Fazendo-se o caminho
2 Referente a um conjunto de elementos agrupados
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Figura 15 – Exemplo da aplicação de restrição périodica 4x2 em uma estrutura de viga
inverso do utilizado para determinar a sensibilidade de cada elemento na célula base, é possível
construir a restrição de periodicidade na otimização topológica, dessa forma, tem-se,
α¯1i = · · · = α¯ci = · · · = α0i (3.37)
onde α¯ é a nova sensibilidade dos elementos dentro do domínio de projeto.
3.4 Procedimento de otimização topológica implementado
O algoritmo implementado foi desenvolvido para combinar a otimização topológica,
aplicado a estruturas cíclicas, com cargas periódicas e cargas não periódicas. Baseado no
algoritmo BESO apresentado por Xie e Huang (2010), o código implementado foi escrito em
linguagem do programa MATLAB. Além de conter as funções e rotinas do método de otimização,
contém também, as funções de montagem das matrizes de rigidez e massa e a solução do sistema
de elementos finitos. A geração da malha foi desenvolvida com auxilio de uma rotina APDL
(ANSYS Parametric Design Language), do ANSYS e transformada em dados para o MATLAB,
mas detalhes ver apêndice A.
3.4.1 Aplicação da redução cíclica simétrica no método de otimização topológico implemen-
tado
Para a implementação do método de otimização topológico com a redução do
modelo por meio da análise cíclica simétrica, foram utilizadas duas malhas. A primeira malha é
utilizada para resolver o problema de elementos finitos, contém as informações das condições de
contorno e das cargas aplicadas. A segunda malha é utilizada para o domínio de otimização. Os
deslocamentos do sistema discretizado na malha de elementos finitos, são transferidos para a
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malha de otimização. A partir disso, determinam-se as sensibilidades elementares e aplica-se o
filtro em todo o domínio para se obter a sensibilidade suavizada. Após esta etapa, as informações
do estado de cada elemento, sólido ou vazio, são enviados para a malha de elementos finitos,
para que haja uma atualização da matriz de rigidez da estrutura.
A Figura 16 apresenta a relação entre as duas malhas, que acontece a cada iteração
do método de otimização implementado. Nota-se que, o cálculo do deslocamento do sistema de
elementos finitos é realizado somente com a malha MEF. A atualização da topologia, juntamente
com a nova matriz de rigidez do sistema, é determinada com a malha de otimização. A Figura 17
apresenta um exemplo da distribuição dos deslocamentos pra cada nó, correspondente em cada
setor simétrico, na malha de otimização.
{u} deslocamento
nova matriz [KG]
Malha FEM Malha de Otimização
[Pdof]
[Pmesh]
Figura 16 – Relação durante a otimização das duas malhas. A malha MEF utiliza a redução
cíclica simétrica para resolver o sistema de elementos finitos, já na malha de otimi-
zação são aplicados todos os passos do método BESO.
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Malha Otimização Malha Elementos Finitos
Deslocamento
ufem
ufem
Figura 17 – Representação do funcionamento da transferência do deslocamento da malha de
elementos finitos para a cada setor simétrico da malha de otimização
A Equação 3.38 o procedimento do cálculo da transformação dos valores de desloca-
mento da malha MEF para a malha de otimização. A matriz Pdof é determinada utilizando-se
o cálculo da rotação vetorial dos deslocamentos da malha de elementos finitos para a malha
de otimização. O ângulo θ é o ângulos de cada nó, em cada n setor simétrico, em relação à
horizontal do plano cartesiano xy. O vetor uotm organiza os graus de liberdade de cada nó da
malha de otimização, e o vetor ufem organiza os graus de liberdade da malha de elementos
finitos. Utilizando-se a forma matricial da Equação 3.38 pode-se rapidamente determinar os
deslocamentos do sistema global da malha de otimização.
{uotm} = [Pdof ] · {ufem} (3.38)
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onde,
Pdof =

cos θ1 − sin θ1 0 0 0 ...
sin θ1 cos θ1 0 0 0 ...
0 0 cos θ1 − sin θ1 0 ...
0 0 sin θ1 cos θ1 0 ...
... ... ... ... ... ...
cos θn − sin θn 0 0 0 ...
sin θn cos θn 0 0 0 ...
0 0 cos θn − sin θn 0 ...
0 0 sin θn cos θn 0 ...
... ... ... ... ... ...

(NGDLcs.Ncs)×NGDLcs
(3.39)
onde,
GDLcs = número total de graus de liberdade de um setor cíclico;
Ncs = número de setores simétricos do modelo.
A Equação 3.40 apresenta a transformação do valores de estado (sólido ou vazio)
de cada elemento da malha de otimização para a malha de elementos finitos. A matriz Pmesh
faz a transformação dos valores da variável de projeto da malha de otimização, para a malha de
elementos finitos.
{xfem} = [Pmesh] · {xotm} (3.40)
onde,
Pmesh =

1 0 0 ... 1 0 0 ... 1 0 0 ...
0 1 0 ... 0 1 0 ... 0 1 0 ...
0 0 1 ... 0 0 1 ... 0 0 1 ...
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
1 0 0 ... 1 0 0 ... 1 0 0 ...
0 1 0 ... 0 1 0 ... 0 1 0 ...
0 0 1 ... 0 0 1 ... 0 0 1 ...
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

(NELcs.Ncs)×NELotm
(3.41)
onde,
NELcs = número de elementos total dentro da célula simétrica;
Ncs = número de setores simétricos do modelo;
NELotm = número de elementos total da malha de otimização.
O vetor xotm organiza as variáveis de projeto para cada elementos da malha de
otimização. O vetor xfem organiza os valores das variáveis de projeto de cada elemento da
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malha de elementos finitos, leva-se em consideração que a malha de elementos finitos é um parte
simétrica repetida e reduzida do modelo original (malha de otimização), dessa forma o vetor
representa somente um setor cíclico simétrico de um total de n setores da estrutura. A atualização
das matriz de rigidez, durante a otimização topológica, utiliza-se o vetor xfem para verificar
quais elementos devem ser penalizados durante a análise.
A atualização da matriz de rigidez e o cálculo dos deslocamentos (malha de elementos
finitos), acontece de forma sincronizada com as topologias construídas durante as iterações
(malha de otimização).
3.5 Algoritmo BESO implementado
O código de otimização topológica implementado segue os passos apresentados nas
seções anteriores. Para este trabalho as principais etapas estão descritas no algoritmo a seguir e
no fluxograma da Figura 18.
1. Parâmetros de otimização: Definição dos parâmetros da taxa de remoção de material (ER),
que corresponde ao número de elementos removidos a cada iteração; Raio mínimo do
filtro (rmin), que é utilizado para a suavização dos valores de sensibilidades; Número de
células periódicas (m), aplicado na estrutura para construção de sub-topologias periódicas;
entre outros parâmetros.
2. Montagem das matrizes: Discretização por elementos finitos e definição das condições de
contorno e das cargas aplicadas; Montagem das matrizes de rigidez e massa do modelo;
Aplicação da redução cíclica simétrica.
3. Solução: Solução da equação de equilíbrio (Equação 3.1) ou de autovalor (Equação 3.17)
para o domínio de projeto atual. Para sistemas cíclico simétricos usa-se a Equação 2.78
para calcular os deslocamentos do sistema reduzido e a Equação 3.38 para a expansão para
o domínio de otimização.
4. Análise da Sensibilidade: Determinação da sensibilidade de cada elemento dentro do
domínio de projeto atual de acordo como o apresentado na Seção 3.2.1, para determinar o
cálculo de sensibilidade para os problemas de rigidez e de frequência natural.
5. Pós-processamento da sensibilidade: Aplicação do filtro de suavização, média histórica
dos valores de sensibilidade, como apresentado na Seção 3.2.2. Aplicação da restrição
em células periódicas, como exposto na Seção 3.3. Avaliação do volume para a próxima
iteração (Equação 3.32).
6. Construção da Topologia: Remoção e/ou adição dos elementos de acordo com a evolução
da topologia, ver Seção 3.2.3. Atualização das matrizes de rigidez e massa do sistema.
Para sistemas cíclicos simétricos usa-se a Equação 3.40 como referencia para atualizar a
matriz de rigidez do sistema cíclico simétrico.
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7. Repetir os passos 3 - 7 até a convergência do volume e da função objetivo.
Restrição de
Volume ? 
FIMSim
Convergência
Função Objetivo ?Não
Sim
Não
Pré-Processamento
Análise da Sensibilidade
Construção da Topologia
Parâmetros de otimização
Montagem das matrizes
de elementos finitos
Pós-Processamento
 da Sensibilidade
Solução do sistema de 
elementos finitos
INÍCIO
Figura 18 – Fluxograma do método BESO implementado
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4 RESULTADOS NUMÉRICOS
Neste capítulo são apresentados os resultados obtidos com os códigos implementados
para os problemas de maximização da rigidez, aplicação da simetria cíclica na discretização
por elementos finitos e maximização da frequência natural de estruturas circulares. Os primei-
ros exemplos apresentados visam a validação da implementação da análise cíclico-simétrica
introduzida no Capítulo 2.
Em seguida serão apresentados os resultados obtidos com os códigos implementados
para a otimização topológica do método BESO. Exemplos de otimização topológica de estruturas
circulares, aplicando restrições periódicas, sujeitas às cargas estáticas, são analisadas, e os resul-
tados são comparados com os resultados encontrados na literatura. Vários casos são considerados
a fim de consolidar o código desenvolvido e explorar de forma mais ampla as topologias obtidas.
Adicionalmente, são apresentados os resultados obtidos na otimização topológica
utilizando a redução de modelos em sistemas cíclicos simétricos. Exemplos com carregamentos e
condições de contorno diversos são analisados, afim de consolidar a técnica como uma ferramenta
para a otimização topológica em estruturas com simetria cíclica. Após, exemplos usando critérios
dinâmicos relacionados à maximização de frequências naturais são apresentados.
4.1 Validação da análise cíclico simétrica FEM
No Capítulo 2 tratou-se da formulação da aplicação das condições de simetria cíclica
na redução da discretização de domínios circulares. A análise cíclica simétrica leva a uma
redução significativa do número de elementos e de graus de liberdade no cálculo dos elementos
finitos. Nesta seção são apresentados os resultados obtidos, considerando um modelo cíclico
simétrico. Os resultados são comparados com os obtidos com a análise do domínio completo,
comparando-se os deslocamentos máximos e a distribuição da energia de deformação para cada
caso.
4.1.1 Caso 1: Disco submetido a dois binários
Como primeiro exemplo, considera-se um disco submetido a dois pares de forças
concentradas, que formam um momento aplicado no centro da estrutura, conforme mostrado na
Figura 19. O furo interno do disco está engastado na análise considerada.
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D 1200 mm
D 200 mm
f = 1000 N
(a)
Contorno Slave
Contorno Master
(b)
Figura 19 – Volante submetido a par de binários, em destaque o setor simétrico da estrutura
modelado para a análise cíclico simétrica. (a) Domínio completo; (b) Setor simétrico
Primeiramente, a estrutura é analisada por completo, sem a aplicação da redução
cíclica. O objetivo é determinar os deslocamentos máximos como valores de referência, para
posterior aplicação da análise cíclica simétrica.
A Figura 19a apresenta o modelo completo e as condições de contorno do modelo
utilizado para simular o disco, e a Figura 19b apresenta o modelo aplicando a análise cíclica
simétrica a estrutura do disco. O material utilizado possui módulo de elasticidade de 200 GPa,
coeficiente de poisson de 0.3. As dimensões do disco são, diâmetro externo de 1.2 m, diâmetro
do furo interno do cubo de 0.2 m. As quatro forças que formam os binários têm módulos de 1000
N. Uma malha de 25600 elementos foi utilizada.
Como resultado, o máximo deslocamento obtido foi de 0.002 mm, usando-se um
modelo completo do disco. A Figura 20 mostra a distribuição da densidade de energia de
deformação da estrutura.
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Figura 20 – Distribuição da densidade da energia de deformação na estrutura inteira
Na aplicação da redução do modelo com simetria cíclica, usou-se a mesma estrutura
anterior. Considerando-se que a estrutura possui uma simetria de 1/4, utiliza-se somente um
setor simétrico, com uma única força, para representa o modelo. Neste caso uma malha de 6400
elementos foi utilizada, somente o primeiro quadrante do modelo foi discretizado, conforme
pode se observar na 19b.
Figura 21 – Densidade da energia de deformação para o modelo do disco com redução cíclico
simétrica
O resultado obtido aplicando-se a redução cíclico simétrica, foi de um deslocamento
máximo de 0.002 mm, igual ao da análise do modelo completa do exemplo anterior. O campo de
energia de deformação obtido é mostrado na Figura 21. A partir destes resultados, nota-se que as
soluções completa e reduzida fornecem resultados idênticos, tanto em deslocamento quanto em
energia de deformação.
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4.1.2 Caso 2: Disco sob deformações de 16 forças tangentes
O segundo caso considerado refere-se a um disco submetido a 16 forças concentradas
tangencias, conforme a Figura 22. O objetivo é avaliar o deslocamento considerando-se um setor
simétrico menor que do exemplo anterior, e considerando um setor com ângulo qualquer. As
propriedades do material são, módulo de elasticidade de 200 GPa, coeficiente de poisson de 0.3,
o diâmetro externo de 1.2 m e o diâmetro do furo interno de 0.8 m. A Figura 22 apresenta o
domínio do problema analisado.
D 1200 mm
D 800 mm
f=1000 N
(a)
Contorno Slave
Contorno Master
(b)
Figura 22 – Disco submetido às 16 forças simétricas, em destaque o setor simétrico da estrutura.
(a) Domínio completo; (b) Setor simétrico
Todas as 16 forças aplicadas possuem módulo de 1000 N. A estrutura está engastada
na região interna do furo central. Uma malha de 16384 elementos finitos foi utiliza na análise do
sistemas.
De forma análoga ao exemplo anterior, foi considerado também a análise do sistema
completo, obtendo-se um deslocamento máximo de 0.0014 mm. Na Figura 23 é mostrada a
distribuição da energia de deformação da estrutura completa.
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Figura 23 – Distribuição da densidade da energia de deformação para estrutura completa sujeita
a 16 forças tangantes
Observa-se que a estrutura possui uma simetria devido as condições de contorno
aplicadas, dessa forma considerou-se uma simetria cíclica de 1/16 da estrutura completa. As
mesmas propriedades de material foram utilizadas. Um malha de 1024 elementos foi utilizada
para discretizar a célula periódica. Os resultados da análise estrutural aplicando-se a redução
cíclica simétrica são apresentados a seguir. O resultado do deslocamento máximo, obtido-se foi
de 0.0014 mm para este exemplo, idêntico ao resultado considerando o disco completo, a Figura
24 apresenta a distribuição da densidade de energia para o modelo reduzido.
Figura 24 – Densidade da energia de deformação do setor simétrico de 1/16 do disco
Os resultados utilizando a redução cíclico simétrica para os dois casos apresentados
mostraram-se vantajosos em relação aos custos computacionais quando comparados ao modelo
completo. A Tabela 1 apresenta os resultados obtidos com a simetria cíclica, comparando com
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os modelo completos, para os casos 1 e 2. Na Figura 25 é apresentado um gráfico comparativo
do tempo de processamento para cálculo linear do sistema MEF para diferentes reduções na
análise cíclica simétrica, pode-se verificar uma significativa redução no tempo de processamento
da solução do problema de equilíbrio.
Tabela 1 – Comparação dos resultados da redução cíclica simétrica com os modelos completos
(full) de cada caso analisado
Tipo de análise Nº nós da malha Nº gdl da malha Tempo processamento linear (%)
Caso 1
full 25920 51840 100 (valor de referência)
1/4 6561 13122 44,85
Caso 2
full 16640 33280 100 (valor de referência)
1/16 1105 2210 4,20
Os resultados da análise cíclica simétrica não divergem em relação à análise do
modelo completo, dos dois casos apresentados. Pode-se notar isso na precisão dos valores
de deslocamento máximo e da energia de deformação das estruturas, nota-se também que a
distribuição da densidade de energia, para a análise do modelo completo e para a análise do
modelo reduzido, são muito parecidas. Conclui-se que a técnica cíclica simétrica é eficiente e
tem uma boa precisão nos resultados.
Figura 25 – Tempo de processamento para diferentes reduções cíclicas simétricas
4.2 Otimização topológica de estruturas cíclicas
Na seção anterior foram apresentadas as vantagens do uso da redução do modelo por
simetria cíclica, destacando-se a redução no tempo de processamento necessário para a análise do
sistema de elementos finitos. Nos algoritmos de otimização, o cálculo para resolver o sistema de
elementos finitos é realizado a cada iteração, logo, uma redução significativa no processamento
da solução implica em um ganho de tempo, principalmente quando o problema necessita de
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uma malha refinada. Está técnica pode ser aplicada na otimização de projetos de estruturas que
possuem simetria cíclica, como por exemplo em rodas de veículos, turbinas, volantes de inércia
e outras estruturas similares.
Nesta seção são apresentados os resultados da otimização para sistemas periódicos
cíclicos, considerando-se diferentes condições de contorno e subdividindo a estrutura em dife-
rentes números de células periódicas, sem a aplicação da redução de modelo cíclico simétrico.
Primeiramente faz-se uma análise de um exemplo presente em trabalhos da área, para fins de
comparação do método e do algoritmo implementado. Após, alguns exemplos são considerados
com o objetivo de consolidar do método e sua utilização.
4.2.1 Teste do algoritmo de otimização topológica BESO
Para validação do código do método BESO implementado, foi selecionado um
exemplo apresentado por Zuo (2009). A Figura 26 apresenta a comparação dos resultados
obtidos por Zuo (2009) com os resultados obtidos neste trabalho. Foram utilizados 8 células
periódicas para a construção da topologia final. Neste exemplo utilizou-se 8 células de restrição
periódica na otimização.
(a) Carga aplicada (b) Resultado (ZUO, 2009) (c) Resultado do código imple-
mentado
(d) Carga aplicada (e) Resultado (ZUO, 2009) (f) Resultado do código imple-
mentado
Figura 26 – Resultados da validação do código e comparação com as topologias obtidas por Zuo
(2009)
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Pode-se notar uma similaridade entre os resultados apresentados por Zuo (2009) e
deste trabalho, com leves diferenças, dessa forma conclui-se que o algoritmo BESO implemen-
tado está correto.
4.2.2 Aplicação da restrição periódica no projeto de otimização da rigidez de uma estrutura de
roda veicular
Nesta seção são apresentados os resultados obtidos com o código do método BESO
implementado, considerando a maximização da rigidez estrutural de um modelo que representa
uma roda automotiva. A modelagem da estrutura e as aplicações das cargas utilizadas neste
exemplo foram baseados no trabalho apresentado por Giger e Ermanni (2005), mas com algumas
simplificações, pois no presente trabalho considera-se somente a deformação em estado plano de
tensão.
Para modelar a roda, considerou-se que a mesma está engastada na região interna
do furo central, e as cargas são aplicada unicamente na borda externa da estrutura. Para simular
as cargas de trabalho de uma roda automotiva, foram selecionadas três cargas de condições
diferentes. A primeira carga aplicada representa uma reação transmitida à estrutura da roda,
devido o atrito do solo desenvolvido pelo movimento do veículo, esta carga tem módulo de 1000
N e sentido horizontal e é aplicada na base inferior da estrutura. A segunda carga representa a
reação da estrutura devido o peso do veiculo, esta carga também é de 1000 N, mas o sentido é na
vertical. A última carga considerada representa um carregamento distribuído, devido à pressão
do pneu aplicado na estrutura da roda, o carregamento tem valor de 100 N/m.
A Figura 27 apresenta o modelo considerado, a região na cor azul é o domínio de
projeto, os contorno na cor preta é a região não faz parte da otimização. As dimensões são: o
diâmetro externo é de 600 mm, o diâmetro interno é de 100 mm, o material tem módulo de
elasticidade de 200 GPa e coeficiente de Poisson de 0.3.
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D 600 mm
D 100 mm
fx=1000 N
fy=1000 N
q=100 N/m
Figura 27 – Estrutura de roda veicular sujeita à diferentes cargas
4.2.2.1 Otimização de roda de um veículo sob uma força tangente
São apresentados os resultados da otimização topológica para maximização da
rigidez da estrutura apresentada na Figura 27, considerando várias restrições periódicas, somente
a força de torque (fx) foi considerada neste primeiro caso. O objetivo é avaliar a influência do
número de subdivisões de células periódicas na topologia final. Uma malha com tamanho de
25600 elementos foi utilizada na análise. Os parâmetros de otimização foram os seguintes, a
taxa de remoção de material é de 320 elementos a cada iteração, o raio do filtro é de 60 mm, o
volume final é de 50% do volume inicial.
Tabela 2 – Parâmetro do método de otimização utilizados no exemplo da força tangente
Parâmetro Descrição Valor
Vi Fração de volume inicial 100%
Vf Fração de volume final 50%
ER Razão de evolução 320 elementos
rmin Raio do filtro 60 mm
∆f Tolerância para a convergência 0,001
Os resultados estão apresentados na Figura 28, para cada restrição periódica aplicada
é analisada a evolução até a convergência do método. As curvas em azul apresentam a evolução
do valor da função objetivo e a curva em vermelho o volume da remoção da quantidade material
da topologia até a convergência para cada caso.
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(b) Evolução da função objetivo e do volume
(c) Topologia Final 2 células
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(d) Evolução da função objetivo e do volume
(e) Topologia Final 4 células
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(f) Evolução da função objetivo e do volume
(g) Topologia Final 8 células
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(h) Evolução da função objetivo e do volume
(i) Topologia Final 16 células
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(j) Evolução da função objetivo e do volume
Figura 28 – Topologias e curvas da função objetivo (azul) e do volume (vermelho), para a
estrutura circular submetida à força tangente (fx), considerando várias células de
restrição periódica
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Pode-se notar que a restrição périodica influencia diretamente no resultado final
da topologia e na evolução da função objetivo. Nesta análise, todas as topologias apresentam
uma boa evolução e uma boa convergência, destacando-se o resultado obtida com 16 células
periódicas, pois teve uma boa topologia final e um bom valor final da função objetivo.
4.2.2.2 Otimização de roda de um veículo sob uma força compressiva
Neste exemplo pretende-se analisar a estrutura circular apresentado na Figura 27,
submetida à uma força vertical de compressão. Uma malha de 25600 elementos foi utilizada na
análise. O furo interno está engastado, e na borda livre inferior há a força peso (fy), com módulo
de 1000 N, gerando esforço de compressão, aplicada na direção vertical.
Os parâmetros de otimização foram os mesmo utilizados no exemplo anterior, com o
objetivo de avaliar somente a influência da direção da força na topologia final. Os parâmetros
são os seguintes: a taxa de remoção é de 320 elementos a cada iteração, o raio do filtro é de 60
mm, o volume final desejado é 50% do volume inicial.
Tabela 3 – Parâmetro do método de otimização utilizados no exemplo da força compressiva
Parâmetro Descrição Valor
Vi Fração de volume inicial 100%
Vf Fração de volume final 50%
ER Razão de evolução 320 elementos
rmin Raio do filtro 60 mm
∆f Tolerância para a convergência 0,001
Os resultados estão apresentados na Figura 29. Pode-se notar que a mudança na
direção da força implica diretamente em topologias finais diferentes. A evolução da função
objetivo, para todos os casos considerados, apresenta uma boa evolução.
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(b) Evolução da função objetivo e do volume
(c) Topologia Final 2 células
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(d) Evolução da função objetivo e do volume
(e) Topologia Final 4 células
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(f) Evolução da função objetivo e do volume
(g) Topologia Final 8 células
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(h) Evolução da função objetivo e do volume
(i) Topologia Final 16 células
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(j) Evolução da função objetivo e do volume
Figura 29 – Topologias e curvas da função objetivo (azul) e do volume (vermelho) para a estrutura
circular submetida à força vertical de compressão (Fy), para várias células periódicas
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4.2.2.3 Maximização da rigidez de uma roda submetida a uma carga distribuída
Neste exemplo a estrutura foi submetida a um carregamento distribuído ao longo de
todo o perímetro externo, como apresentado na Figura 27. Para esse caso, o volume objetivo con-
siderado foi o volume real do domínio de projeto. Para criar uma restrição périodica no domínio
topológico, foram aplicadas várias células periódicas. Os resultados obtidos são apresentadas
na Figura 30, a curva de fração de volume apresenta a evolução do volume real em relação ao
volume inicial da estrutura.
Tabela 4 – Parâmetro do método de otimização utilizados no exemplo da carga distribuída
Parâmetro Descrição Valor
Vi Fração de volume inicial 100%
Vf Fração de volume final 50%
ER Razão de evolução 320 elementos
rmin Raio do filtro 60 mm
∆f Tolerância para a convergência 0,001
Nota-se que, para todos os casos, o valor da função objetivo no inicio da análise não
foi suave, mas ao longo da evolução ele torna-se mais atenuado. Isso em parte deve-se à carga ser
distribuída, e também o algoritmo remover e adicionar elementos alternativamente, até que haja
uma suavização da topologia. A Figura 31 apresenta a distribuição da sensibilidade na topologia
final, considerando uma restrição de 16 células periódicas.
80
(a) Topologia Final 1 célula
0 5 10 15 20 25
Números de iterações
0
1
2
3
4
Fu
nç
ão
 o
bje
tiv
o [
N.
mm
]
×10-4
0
50
100
Fr
aç
ão
 d
e 
vo
lu
m
e 
[%
]
(b) Evolução da função objetivo e do volume
(c) Topologia Final 2 células
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(d) Evolução da função objetivo e do volume
(e) Topologia Final 4 células
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(f) Evolução da função objetivo e do volume
(g) Topologia Final 8 células
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(h) Evolução da função objetivo e do volume
(i) Topologia Final 16 células
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(j) Evolução da função objetivo e do volume
Figura 30 – Topologias e curvas da função objetivo (azul) e do volume (vermelho) obtidos para a
estrutura circular submetida à carregamento distribuído, considerando várias células
periódicas
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Figura 31 – Distribuição da sensibilidade na topologia final, considerando uma restrição de 16
células periódicas
4.2.2.4 Maximização da rigidez de uma roda submetida a uma carga combinada
Neste exemplo são apresentados os resultados para a otimização de uma roda de
veiculo considerando uma carga combinada, ou seja, duas forças concentradas aplicadas ao
mesmo instante no mesmo nó, uma na direção x e outra na direção y, conforme apresentado
no modelo da Figura 27. Estas forças concentradas, são compostas pelas componentes fx e
fy com módulos iguais de 1000 N. Várias células periódicas foram utilizadas para construir
a topologia. O volume objetivo é de 50% do volume real do domínio de projeto inicial. As
topologias resultantes estão apresentado na Figura 32, além dos gráficos de evolução da função
objetivo e do volume para cada restrição aplicada. Pode-se notar uma boa convergência para o
resultado final. A Figura 33 apresenta a distribuição de sensibilidade final na topologia obtida,
para a restrição de 8 células periódicas.
Tabela 5 – Parâmetro do método de otimização utilizados no exemplo da carga combinada
Parâmetro Descrição Valor
Vi Fração de volume inicial 100%
Vf Fração de volume final 50%
ER Razão de evolução 320 elementos
rmin Raio do filtro 60 mm
∆f Tolerância para a convergência 0,001
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(a) Topologia Final 1 célula
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(b) Evolução da função objetivo e do volume
(c) Topologia Final 2 células
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(d) Evolução da função objetivo e do volume
(e) Topologia Final 4 células
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(f) Evolução da função objetivo e do volume
(g) Topologia Final 8 células
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(h) Evolução da função objetivo e do volume
(i) Topologia Final 16 células
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(j) Evolução da função objetivo e do volume
Figura 32 – Topologias e curvas da função objetivo (azul) e do volume (vermelho) para a estrutura
circular submetida à força combinadas Fx e Fy para várias células periódicas
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Figura 33 – Distribuição de sensibilidade na topologia final, considerando uma restrição de 8
células periódicas
4.3 Otimização topológica de estruturas cíclicas simétricas
Na presente seção são apresentados os resultados da otimização de modelos cíclicos
simétricos, acoplando a redução de modelo proposta no Capítulo 2 com o método de otimização
topológica BESO desenvolvido. O objetivo dos exemplos apresentados é a maximização da
rigidez de estruturas circulares simétricas. Diferente dos exemplos anteriores, onde as cargas
aplicadas não eram simétricas, nesta seção serão aplicadas cargas simétricas, com o objetivo de
reduzir o modelo cíclico para a aplicação da otimização topológica.
Como discutido na Seção 3.4 do Capítulo 3, no código implementado foi utilizado
duas malhas sincronizadas para resolver o problema de otimização topológico com a redução
cíclica simétrica. A primeira malha discretiza o modelo reduzido por meio dos elementos finitos
e calcula os deslocamentos, e a segunda malha é utilizada como domínio de projeto do método
de otimização.
Os resultados obtidos mostram a eficiência que a redução cíclica simétrica pro-
porciona ao custo computacional, destacando-se um menor tempo de processamento para a
solução do sistema linear (problema estático), e também o tamanho das matriciais utilizadas nos
cálculos computacionais. Concomitantemente, a topologia é atualizada (malha de otimização)
juntamente com a resposta do sistema reduzido (malha elementos finitos), utilizando-se duas
malhas sincronizadas. A Figura 34 apresenta o domínio de um disco que foi utilizado para avaliar
os resultados, o furo interno está fixo em todos os graus de liberdade, neste exemplo oito setores
foram aplicadas para criar as condições de simetria do problema.
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Figura 34 – Estrutura de volante utilizada para aplicação da otimização topológica, usando a
redução de modelo cíclica simétrica.
4.3.1 Disco circular com simetria de 1/8
Nesta seção são apresentados os resultados da otimização com a redução simétrica no
modelo da Figura 35, considerando 8 setores simétricos, ou seja, aplicou-se 8 forças simétricas
na estrutura original. O volume objetivo é de 50% do domínio inicial, à uma taxa de remoção de
640 elementos a cada iteração, o raio do filtro possui 70 mm. A Figura 36 apresenta as topologias
em algumas iterações. Na Figura 36.d é apresentado a topologia final e no detalhe os 8 setores
simétricos do modelo. Pode-se notar uma boa evolução do modelo e uma boa convergência.
Contorno Slave
Contorno Master
45°
f =1000 N
Figura 35 – Setor simétrico discretizado utilizado no exemplo
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Tabela 6 – Parâmetro do método de otimização utilizados no exemplo da simetria de 1/8
Parâmetro Descrição Valor
Vi Fração de volume inicial 100%
Vf Fração de volume final 50%
ER Razão de evolução 640 elementos
rmin Raio do filtro 70 mm
∆f Tolerância para a convergência 0,001
A malha utilizada na discretização por elementos finitos de um único setor simétrico
possui 12800 elementos, e a malha do sistema global possui 102400 elementos. Para construir as
8 regiões simétricas, foi aplicado 8 forças com modulo de 1000 N, o ângulo entre cada setor é de
45°.
(a) Topologia Iteração 2 (b) Topologia na iteração 23
(c) Topologia na iteração 43 (d) Topologia final
Figura 36 – Evolução da topologia do modelo do disco para a maximização da rigidez para o
caso da estrutura com oito setores simétricos. No cálculo dos elementos finitos para
esse problema, considerou-se um setor simétrico formado por 8 células. Nesta figura
pode-se observar a evolução da topologia para o modelo global. Na figura (d) está
em destaque as divisões dos setores simétricos.
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A curva de evolução da função objetivo e do volume real da estrutura estão apresen-
tados no gráfico da Figura 37. Nota-se uma boa convergência da função objetivo. Com relação
ao volume real da estrutura houve uma redução de 52.6% em relação ao domínio inicial.
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Figura 37 – Evolução da função objetivo e volume ao longo das iterações
A Figura 38.a apresenta a topologia final do setor simétrico da estrutura. A Figura
38.b apresenta uma boa distribuição de sensibilidade na topologia final da estrutura analisada.
(a) (b)
Figura 38 – Resultado para o disco com oito setores cíclicos simétricos. (a) Topologia final do
setor simétrico; (b) Distribuição da sensibilidade na topologia final
d
4.3.2 Disco circular com simetria de 1/16
Considerando-se uma redução ainda maior do modelo, o seguinte exemplo foi
analisado para avaliar a evolução topológica e o comportamento do método com um modelo
de 1/16 da estrutura original. Neste caso a malha utilizada no cálculo do deslocamento dos
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elementos finitos possui 6400 elementos e a malha do sistema global possui 102400 elementos.
Para construir as 16 regiões simétricas, foi aplicado 16 forças com modulo de 1000 N e com um
ângulo de 22.5o entre cada uma A mesma estrutura apresentada na Figura 34 foi utilizada para a
maximização da rigidez sujeita a uma restrição de volume.
Tabela 7 – Parâmetro do método de otimização utilizados no exemplo da simetria de 1/16
Parâmetro Descrição Valor
Vi Fração de volume inicial 100%
Vf Fração de volume final 50%
ER Razão de evolução 640 elementos
rmin Raio do filtro 70 mm
∆f Tolerância para a convergência 0,001
A Figura 39 apresenta a evolução da topologia ao longo das iterações na analise do
modelo reduzido em 1/16 da estrutura original, pode-se avaliar que há uma convergência boa.
Na Figura 40 é apresentado o gráfico da evolução e do volume da domínio de projeto ao longo
das iterações, pode-se verificar que a função objetivo converge suavemente.
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(a) Topologia Iteração 2 (b) Topologia na iteração 23
(c) Topologia na iteração 43 (d) Topologia final
Figura 39 – Evolução da topologia de disco reluzido em 1/16 da estrutura original
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Figura 40 – Evolução da função objetivo e volume ao longo das iterações para o caso da estrutura
com dezesseis setores simétricos
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Pode se verificar uma boa evolução da topologia até a convergência do algoritmo, a
Figura 41.a apresenta a topologia final no setor simétrico da estrutura. A Figura 41.b apresenta a
distribuição da sensibilidade na topologia final da estrutura analisada.
(a) (b)
Figura 41 – Resultado para o disco com 16 setores cíclicos simétricos. (a) Topologia final no
setor simétrico; (b) Distribuição da sensibilidade na topologia final
4.3.3 Disco circular com simetria de 1/32
Foi analisada também a redução cíclica simétrica do estrutura da Figura 34, conside-
rado a aplicação de 32 setores simétricos, com um ângulo de 11.25°. Os mesmos parâmetros
utilizados nos exemplos anteriores foram aplicados neste. Para discretizar o setor simétrico uma
malha de 3200 elementos foi utilizada na análise.
Tabela 8 – Parâmetro do método de otimização utilizados no exemplo da simetria de 1/32
Parâmetro Descrição Valor
Vi Fração de volume inicial 100%
Vf Fração de volume final 50%
ER Razão de evolução 640 elementos
rmin Raio do filtro 70 mm
∆f Tolerância para a convergência 0,001
90
(a) (b)
Figura 42 – Resultado da maximização da estrutura considerada dividida em 32 setores. (a)
Topologia do setor simétrico; (b) Topologia final
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Figura 43 – Evolução da função objetivo e volume ao longo das iterações para o caso da estrutura
com trinta e dois setores simétricos
Obtendo-se como resultado a topologia final e o gráfico da função objetivo apresenta-
dos nas Figuras 42 e 43 respectivamente. Pode se verificar uma boa evolução da função objetivo
até a convergência do algoritmo.
4.3.4 Disco com 8 aletas
A próxima estrutura analisada é de um disco com 8 aletas, apresentado na Figura 44
com as dimensões e as condições de contorno aplicadas, as regiões destacadas em vermelho são
carregamentos distribuídos de 50 N/mm aplicados ortogonalmente à face de cada aleta, o furo
interno representado um cubo e está fixo em todos os graus de liberdade. O objetivo é encontrar
a melhor distribuição de material para o caso estático. Considerando-se a simetria do problema,
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a estrutura foi reduzida em 1/8 do domínio original. A malhas utilizadas foram, o domínio global
possui 153600 elementos finitos, e o setor simétrico reduzido somente 19200 elementos.
D 800 mm
D 100 mm
200 mm
q = 50 N/mm
Figura 44 – Estrutura de disco com oito aletas utilizada para aplicação da otimização topológica,
usando a redução de modelo cíclica simétrica.
O volume objetivo para este caso foi de 50%, o raio do filtro de 10 mm e uma evolução
de remoção de 640 elementos foi utilizado. A topologia obtida na análise está apresentada
de forma evolutiva na Figura 45. A curva de evolução da função objetivo (minimização da
compliance) está apresentada na Figura 46, pode-se verificar que o valor da compliance final
possui uma boa convergência.
Tabela 9 – Parâmetro do método de otimização utilizados no exemplo do disco com oito aletas e
oito setores simétricos
Parâmetro Descrição Valor
Vi Fração de volume inicial 100%
Vf Fração de volume final 50%
ER Razão de evolução 640 elementos
rmin Raio do filtro 10 mm
∆f Tolerância para a convergência 0,001
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(a) Topologia Iteração 2 (b) Topologia na iteração 23
(c) Topologia na iteração 43 (d) Topologia final
Figura 45 – Evolução da topologia dos disco com 8 aletas
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Figura 46 – Curva de evolução da função objetivo e do volume para o caso da estrutura de disco
com oito aletas e oito setores simétricos
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A topologia do setor simétrico da estrutura é apresentado na Figura 47.a, e a distri-
buição da sensibilidade na topologia final é apresentado na Figura 47.b.
(a) (b)
Figura 47 – Resultado da topologia final do exemplo do disco com oito aletas. (a) Topologia do
setor cíclico simétrico; (b) Distribuição da sensibilidade final na topologia completa
do exemplo.
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4.4 Maximização de frequência natural de estruturas circulares
Estruturas que sofrem esforços dinâmicos, próximos a faixa da primeira frequência
natural, são muito presentes nas análises de engenharia. Este tipo de problema requer uma análise
mais cuidadosa, devido o fenômeno da ressonância, que pode levar à falhas catastróficas. Aliado
a isso, a otimização topológica torna-se uma ferramenta muito útil para alterar a frequência
natural original, destas estruturas.
Nesta seção são apresentados os resultados obtidos para a maximização da frequência
natural de placas circulares. Para todos os exemplos explorados, considerou-se somente o
movimento no plano. Foi aplicado restrições periódicas para construir diferentes topologias no
domínio de otimização. Os exemplos apresentam diferentes topologias, considerando um único
material sólido ou dois materiais sólidos.
O modelo apresentado na Figura 48 foi selecionado para a maximização da 1ª
frequência natural utilizando o método de otimização implementado. Avaliou-se a influência da
restrição periódica na topologia final por meio da subdivisão em duas restrição periódicas. O
primeiro caso considerado, aplicou-se uma restrição de 4 células periódicas, e o segundo caso 8
células periódicas foram aplicadas.
D 1200 mm
D 200 mm
Figura 48 – Dimensões do disco circular utilizado na otimização
Para o modelo considerado, os quatro primeiros modos de vibração natural são
apresentados de forma representativa na Figura 49. Nota-se que para este tipo de estrutura, o
2º modo e o 3º modo são bimodais, ou seja, são modos repetidos, possuem o mesmo valor de
frequência natural (608.9 Hz), mas os autovetores são ortogonais. Nos exemplos considerados e
apresentados no presente texto, não foram incluídos a maximização da frequência natural para
estes modos.
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(a) ω1 = 203.6 Hz (b) ω2 = 608.9 Hz
(c) ω3 = 608.9 Hz (d) ω4 = 1053.1 Hz
Figura 49 – Representação dos primeiros modos de vibração da placa circular considerada. (a)
1º modo de vibração. (b) 2º modo de vibração. (c) 3º modo de vibração. (d) 4º modo
de vibração
4.4.1 Resultados numéricos para maximização da frequência natural de volante de inércia
Na análise de otimização considerou-se uma região fora do domínio de otimização,
com o objetivo de manter uma casca externar para uma melhor rigidez da estrutura, durante a
evolução da topologia. Como parâmetros de otimização foram utilizados uma taxa de remoção
de 640 elementos a cada iteração e o raio do filtro de 100 mm, uma malha com 25600 elementos
foi considerada. A Figura 50 apresenta a distribuição inicial da sensibilidade do modelo.
Tabela 10 – Parâmetro do método de otimização utilizados no exemplo do volante com 4 células
periódicas
Parâmetro Descrição Valor
Vi Fração de volume inicial 100%
Vf Fração de volume final 50%
ER Razão de evolução 640 elementos
rmin Raio do filtro 100 mm
∆f Tolerância para a convergência 0,000001
m Número de restrições periódicas 4
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Figura 50 – Distribuição da sensibilidade inicial do modelo considerado
Considerando a aplicação de 4 células periódicas na estrutura, a evolução do resultado
obtidos está apresentado na Figura 51, na figura (d) é apresentado a topologia final e em detalhe
as divisões das 4 restrições periódicas imposta nestas análise. A Figura 52 apresenta a evolução
da frequências fundamental ao logo das iterações, pode-se verificar que a 1ª frequência (curva
azul) cresce em relação ao seu valor inicial. Nota-se um decaimento do valor da função objetivo
(ω1), na iteração 76, isso deve-se ao fato da remoção de barras estruturais da topologia, alterando
abruptamente o valor da frequência natural nesta iteração.
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(a) Topologia inicial (b) Topologia na iteração 28
(c) Topologia na iteração 78 (d) Topologia final
Figura 51 – Evolução da topologia para a estrutura de volante, considerando-se 4 células periódi-
cas. Na figura (d) é apresentado em destaque a subdivisão das 4 células periódicas
aplicadas para construir a topologia
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Figura 52 – Evolução das frequências naturais e do volume ao longo das iterações, considerando-
se 4 células periódicas
O resultado da aplicação de 8 células periódicas está apresentado na Figura 53, assim
como a evolução até a sua convergência. A curva de evolução das frequências estão apresentadas
na Figura 54, nota-se um crescimento na curva da 1ª frequência natural (curva azul).
Tabela 11 – Parâmetro do método de otimização utilizados no exemplo do volante com 8 células
periódica
Parâmetro Descrição Valor
Vi Fração de volume inicial 100%
Vf Fração de volume final 50%
ER Razão de evolução 640 elementos
rmin Raio do filtro 100 mm
∆f Tolerância para a convergência 0,000001
m Número de restrições periódicas 8
99
(a) Topologia inicial (b) Topologia na iteração 21
(c) Topologia na iteração 41 (d) Topologia final
Figura 53 – Evolução da topologia, considerando-se 8 células periódicas
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Figura 54 – Evolução da primeira frequência naturais e do volume ao longo das iterações,
considerando-se 8 células periódicas
Para ambos os casos pode-se notar um incremento da 1ª frequência natural, melho-
rando a função objetivo. Pode-se verificar que há um influência na subdivisão de células na
topologia final. Na otimização considerando 4 células o valor final da frequência natural foi de
247.6 Hz, já para o caso com 8 células o valor final da frequência natural foi de 250.8 Hz.
4.4.2 Resultados numéricos para maximização da frequência natural de disco com oito aletas
Neste exemplo considerou-se a maximização da 1ª frequência natural de uma estru-
tura de disco circular com aletas. A Figura 55 mostra o modelo utilizado para avaliar a otimização
topológica. Uma restrição de 8 células periódicas foi utilizada na análise. Uma malha de 24576
elementos foi utilizada. A Figura 56 apresenta a distribuição da sensibilidade inicial, antes da
otimização.
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D 1000 mm
D 500 mm
200 mm
Figura 55 – Placa circular com oito aletas
Os parâmetros de otimização considerados foram os seguintes, o volume objetivo
de 50%, taxa de remoção de material foi de 640 elementos removidos a cada iteração e raio do
filtro de 60 mm.
Tabela 12 – Parâmetro do método de otimização utilizados no exemplo do disco com aletas e
oito células periódicas
Parâmetro Descrição Valor
Vi Fração de volume inicial 100%
Vf Fração de volume final 50%
ER Razão de evolução 640 elementos
rmin Raio do filtro 60 mm
∆f Tolerância para a convergência 0,000001
m Número de restrições periódicas 8
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Figura 56 – Distribuição de sensibilidade inicial
O resultado obtido e a evolução da topologia são apresentados na Figura 57, já
na Figura 58 é apresenta a evolução da função objetivo até a convergência. Nota-se que a 1ª
frequência natural reduz de valor, devido ao fato da otimização do modelo proposto não haver
possibilidade de aumentar a frequência natural, neste caso o algoritmo reduziu o valor da função
objetivo, de certo modo houve um afastamento da frequência em relação ao valor inicial.
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(a) Topologia inicial (b) Topologia na iteração 20
(c) Topologia na iteração 30 (d) Topologia final
Figura 57 – Evolução da topologia para a estrutura analisada, considerando-se 8 células periódi-
cas
104
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Números de iterações
240
260
280
300
320
Fu
nç
ão
 o
bje
tiv
o ω
 
[H
z]
0
20
40
60
80
100
Fr
aç
ão
 d
e 
vo
lu
m
e 
[%
]
ω
1
Volume
Figura 58 – Evolução da primeira frequência naturais e do volume ao longo das iterações,
considerando-se 8 células periódicas
Para todos os casos analisados, pode-se notar uma boa convergência e uma boa
evolução da topologia. A evolução da topologia para diferentes divisões de células periódicas
apresentou uma boa solução na analise dinâmica. Em todos os casos houve um bom afastamento
da frequência natural de seu valor inicial. A Tabela 13 apresenta os resultados das frequência
natural inicial e após a otimização obtidos para os casos analisados.
Tabela 13 – Comparação dos resultado de frequência natural inicial e otimizado para os casos
estudados
Estrutura ωn inicial (Hz) ωn otimizado (Hz)
Disco Circular 4 células 203.6 247.6
Disco Circular 8 células 203.6 250.8
Disco 8-aletas 316.6 247.2
4.4.2.1 Otimização topológica considerando 2 materiais sólidos
Nesta seção, são apresentados os resultados obtidos considerando dois materiais
com módulos de elasticidade diferentes. O objetivo é determinar a distribuição ótima dentro do
domínio de projeto, por meio da combinação dos dois materiais. Considerando-se os materiais
como E1 e E2, sendo E1 > E2. A estrutura inicia com o material 1, e a evolução determinará a
melhor distribuição para a construção do material 2. A restrição de volume considerada foi que,
o material 1 vai sendo removido, ao passo que, o material 2 vai sendo adicionado, até que se
obtenha uma topologia composta pelos dois materiais. Uma restrição de periodicidade também
foi aplicada, em todos os casos, a estrutura foi dividida em 8 células periódicas.
O primeiro exemplo é do disco apresentado na Figura 48. Foi considerado que o
material 1 possui módulo de elasticidade de 200 GPa, e o material 2 de 70 GPa.
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Tabela 14 – Parâmetro do método de otimização utilizados no exemplo do volante com 8 células
periódica e dois materiais
Parâmetro Descrição Valor
Vi Fração de volume inicial 100%
Vf Fração de volume final 50%
ER Razão de evolução 640 elementos
rmin Raio do filtro 100 mm
∆f Tolerância para a convergência 0,000001
m Número de restrições periódicas 8
E1 Módulo de elasticidade do material 1 200 GPa
E2 Módulo de elasticidade do material 2 70 GPa
A Figura 59 apresenta a evolução da topologia para o caso analisado, a cor cinza
escuro representa o material 1 e a cor cinza claro representa o material 2. Pode-se notar que a
evolução converge para uma maximização da 1ª frequência natural, apresentado na Figura 60.
(a) Topologia Inicial (b) Topologia iteração na 27
(c) Topologia iteração na 47 (d) Topologia iteração na 87
Figura 59 – Evolução da topologia para a estrutura de volante com duas fases de material sólido,
considerando-se 8 células periódicas
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Figura 60 – Evolução da primeira frequência naturais e do volume ao longo das iterações
O segundo exemplo apresenta a maximização da 1ª frequência natural do disco
circular com 8 aletas, apresentada na Figura 55. Também foi considerado que o material 1 possui
módulo de elasticidade com valor de 200 GPa, e o material 2 com 70 GPa.
Tabela 15 – Parâmetro do método de otimização utilizados no exemplo do disco com 8 aletas e
dois materiais
Parâmetro Descrição Valor
Vi Fração de volume inicial 100%
Vf Fração de volume final 50%
ER Razão de evolução 640 elementos
rmin Raio do filtro 60 mm
∆f Tolerância para a convergência 0,000001
m Número de restrições periódicas 8
E1 Módulo de elasticidade do material 1 200 GPa
E2 Módulo de elasticidade do material 2 70 GPa
O resultado obtido está apresentado na Figura 61, a cor cinza escuro representa o
material 1 e a cor cinza claro representa o material 2. A curva de evolução da 1ª frequência
natural para esse caso está apresentada na Figura 62. Nota-se que houve uma ligeira redução do
valor ao longo da evolução.
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(a) Topologia Inicial (b) Topologia iteração na 6
(c) Topologia iteração na 16 (d) Topologia iteração na 26
Figura 61 – Evolução da topologia para a estrutura de volante com duas fases de material sólido,
considerando-se 8 células periódicas
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Figura 62 – Evolução da primeira frequência naturais e do volume ao longo das iterações
O terceiro exemplo considerado foi também da placa circular com aletas, mas neste
caso considerou-se o volume constante, ou seja, o domínio foi dividido em 8 células, e em
cada célula existe 50% do volume com o material 1 e 50% com o material 2, sendo material 1
com módulos de elasticidade com valor de 200 GPa, e o material 2 com 70 GPa. O objetivo é
maximizar a 1ª frequência natural, construindo uma topologia com uma ótima distribuição dos
dois materiais, mantendo-se o volume constante.
Tabela 16 – Parâmetro do método de otimização utilizados no exemplo do disco com 8 aletas e
dois materiais com volume constante
Parâmetro Descrição Valor
Vi Fração de volume inicial 50%
Vf Fração de volume final 50%
ER Razão de evolução 640 elementos
rmin Raio do filtro 100 mm
∆f Tolerância para a convergência 0,000001
m Número de restrições periódicas 8
E1 Módulo de elasticidade do material 1 200 GPa
E2 Módulo de elasticidade do material 2 70 GPa
A Figura 63 apresenta a evolução da topologia para o caso analisado, a cor cinza
escuro representa o material 1 e a cor cinza claro representa o material 2. A evolução da função
objetivo está apresentado na Figura 64, verifica-se uma leve maximização da 1ª frequência
natural.
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(a) Topologia Inicial (b) Topologia iteração na 5
(c) Topologia iteração na 16 (d) Topologia iteração na 26
Figura 63 – Evolução da topologia para a estrutura de volante com duas fases de material sólido,
considerando-se 8 células periódicas
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Figura 64 – Evolução da primeira frequência naturais e do volume ao longo das iterações
Para todos os casos analisados, pode-se notar uma boa convergência da função
objetivo e uma estável evolução da topologia. A combinação de materiais diferentes mostrou-
se uma solução eficiente quando não deseja-se remover material de uma estrutura na analise
dinâmica. Em todos os casos houve um bom incremento da frequência natural em relação ao seu
valor inicial, concluindo-se assim que as topologias são adequadas. A Tabela 17 apresenta os
valores das frequências naturais inicial e otimizado para os casos analisado.
Tabela 17 – Comparação dos resultado de frequência natural inicial e otimizado para os casos
estudados
Estrutura ωn inicial (Hz) ωn otimizado (Hz)
Disco Circular 8 células 203.6 252.7
Disco 8-aletas 324.4 306.4
Disco 8-aletas volume constante 285.5 301.8
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS
Este trabalho teve como objetivo o estudo e a análise da otimização topológica
aplicada a domínios circulares cíclicos simétricos, com foco na maximização da rigidez e da
frequência natural. Vários casos foram estudados, incluindo, a análise da estrutura aplicando-se
a restrição periódica, a aplicação da redução de modelo cíclica simétrica na otimização e a
maximização da frequência natural de estruturas com combinação de dois materiais. Ao final
deste capítulo são apresentadas as propostas futuras de continuidade desta linha de pesquisa
desenvolvidas neste trabalho.
5.1 Conclusões
Este trabalho apresentou o desenvolvimento e validação de uma metodologia para a
otimização topológica de estruturas cíclicas simétricas, na análise estática e dinâmica. Algumas
contribuições foram apresentadas na formulação e representação do sistema por elementos finitos
e da otimização topológica, destacando-se a redução de modelo aplicado, que traz significativas
vantagens para a solução de problemas cíclicos simétricos.
Uma rotina de elementos finitos foi implementada, juntamente com o cálculo das
matrizes de rigidez e massa dos elementos e a montagem das matrizes globais. A geração da
malha deu-se por meio de rotina APDL do ANSYS.
A aplicação da redução de modelo cíclica simétrica foi desenvolvido para uma maior
eficiência do cálculo da solução do problema de elementos finitos. No método de otimização
topológica desenvolvido, a cada iteração é realizada a análise da solução dos sistema de elementos
finitos, dessa forma, com a incorporação da redução de modelo cíclica simétrica no algoritmo,
pôde-se determinar a solução de forma mais rápida.
Na formulação implementa do problema de otimização topológica desenvolvido,
a maximização da rigidez das estruturas foi utilizado como função objetivo, considerou-se a
remoção de material até a convergência do volume final objetivo. Nos casos apresentados para
a otimização topológica utilizando a restrição periódica, obteve-se resultados satisfatórios, a
função objetivo teve uma evolução suave e uma boa convergência. Foram aplicadas diferentes
condições de contorno, com diferentes números de células periódicas.
Na análise considerando a redução de modelo, os resultados obtidos também foram
satisfatórios, não apresentando instabilidades numéricas para os casos estudados.
Na análise dinâmica, para maximização da 1ª frequência natural, os resultados
para os diferentes modelos e para as restrições periódicas aplicadas foram considerados bons,
quando comparados a resultados semelhantes apresentados na literatura. Para a otimização
topológica utilizando dois materiais sólidos diferentes, os resultados também foram convergentes
e satisfatórios.
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5.2 Propostas para trabalhos futuros
No geral, o método BESO aplicado à estruturas circulares, tanto na análise estática
quanto na análise dinâmica, mostrou-se eficaz tanto do ponto de vista da estabilidade numé-
rica quanto do ponto de vista do custo computacional. Como continuação do trabalho aqui
desenvolvido, são sugeridas:
• Utilização da redução de modelo cíclica simétrica no problema dinâmico e sua aplicação
na Otimização Topológica;
• Maximização de outras frequências naturais das estruturas circulares;
• Implementação da otimização no projeto de volantes de inércia cíclicos simétricos, consi-
derando a rotação em regime permanente da estrutura e a dependência de carregamento
devido às forças centrífugas;
• Implementação de iteração fluido-estrutura para o projeto de impelidores de bombas
centrífugas;
• Implementação do método desenvolvido para problemas tridimensionais cíclicos simétri-
cos.
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APÊNDICE A – DETALHES DO CÓDIGO IMPLEMENTADO
Este anexo apresenta alguns detalhes dos códigos implementados. Expondo em
destaque as seções do pré-processamento, solução dos elementos finitos e do pós-processamento.
O código foi implementado em MATLAB, com a geração da malha com o auxilio do ANSYS. A
Figura 65 apresenta um diagrama da iteração entre as seções do código implementado.
ANSYS
Pré-Processamento
Código de entrada APDL
Geração do modelo E.F.*
Condições de contorno
Saída de arquivo dos 
dados da malha
* Elementos Finitos
MATLAB
Processamento
Parâmetros de otimização 
Montagem das matrizes E.F.*
Leitura do arquivo dos
dados de malha
Plot gráficos e figuras
Pós-Processamento
Algorítmo BESO
Figura 65 – Diagrama das seções do código implementado
A.1 Pré-Processamento
O pré processamento é um código em APDL que gera o modelo e também a dis-
cretização por elementos finitos, nesta seção do código também é definido as condições de
contorno e as forças do problema. A saída do pré-processamento é um arquivo texto (.txt), com
as informações da malha, conexão dos nós dos elementos, coordenadas dos nós e as condições
de contorno.
A.2 Processamento
O processamento é iniciado com um código do MATLAB que lê os arquivos de saída
do pré-processamento, este arquivo é salvo e armazenado para várias análises de otimização. No
código implementado os parâmetros de otimização são definidos dentro do arquivo principal do
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MATLAB, assim como a montagem das matrizes do sistema de elementos finitos e a aplicação
das condições de contorno do modelo.
Se caso o problema for analisado pela redução cíclica simétrica, na montagem das
matrizes dos elementos finitos é considerado a redução do modelo pelo setor simétrico conforme
a condições de contorno master e slave, explicado no Capítulo 2.
Após está etapa pode-se aplicar o algoritmo BESO, conforme explicado no Capítulo
3.
A.3 Pós-Processamento
O pós-processamento do código implementado é a geração das figuras e das topo-
logias a cada iteração, além dos gráfico da evolução da função objetivo. Nessa seção também
são gravadas as figuras e dados da análise de otimização topológica. Toda está seção é feita no
código MATLAB.
